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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit beschaftigt sich mit Theorie und Implementierung von einigen auf
Shannon-Graphen basierenden Beweisverfahren fur Aussagenlogik und Pradikatenlogik
erster Stufe.

Es wird gezeigt, da Shannon-Graphen eine fur das automatische Beweisen geeignete
Darstellung von logischen Formeln sind. Der Shannon-Graph einer aussagenlogischen
Formel F enthalt sowohl Information uber die Modelle von F' als auch uber die Modelle
von - F. Dies hat zur Folge, dal die Beweisverfahren fur Shannon-Graphen die aus dem
Tableaukalkul bekannte Lemma-Generierung *“automatisch” beinhalten. Die vorgestellten
Verfahren konnen durch Verwendung einer bestimmten Ubersetzungstechnik effizient
implementiert werden. Die Grundidee dieser Ubersetzung besteht darin, aus der Dar-
stellung einer Formel F’ in Form eines Shannon-Graphen ein Programm zu generieren,
das die Suche nach einer Widerlegung speziell fur ¥ vornimmt.

In dieser Arbeit werden die theoretischen Grundlagen von Shannon-Graphen und den
darauf aufbauenden Beweisverfahren behandelt und gezeigt, dal? diese Verfahren kor-
rekt und vollstandig sind. Auf die Realisierung der Verfahren wird ausfuhrlich einge-
gangen und die Implementierung des im Rahmen dieser Arbeit entstandenen Beweisers
beschrieben.
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Kapitel 1

Einfuhrung

Mit Hilfe von automatischen Theorembeweisern konnen Satze der Pradikatenlogik veri-
fiziert werden. Zum Aufbau von logischen Formeln werden in den meisten Verfahren des
automatischen Beweisens die “klassischen” Junktoren -, A, vV, —, <, oder eine geeignete
Auswahl derselben, verwendet.

Alternativ kann man logische Formeln auch mittels eines dreistelligen if-then-else Junk-
tors darstellen. Einer der wenigen Ansatze im automatischen Beweisen, die auf dieser
Darstellung beruhen, stellt die aussagenlogische Beweisprozedur von [Ehrenfeucht &
Ortowska, 1967] dar. Diese wurde spater auf eine entscheidbare Formelklasse der Pradi-
katenlogik erweitert [Ortowska, 1969a].

Die Reprasentation von boole’schen Funktionen in Form von sogenannten Binary Deci-
sion Diagrams (BDDs) basiert ebenfalls auf dem genannten Junktor [Lee, 1959]. Erfahrun-
gen in neuerer Zeit, unter anderem im Bereich der Hardware-Verifikation, haben gezeigt,
dal? mit BDDs eine effiziente Handhabung boole’scher Funktionen moglich ist [Bryant,
1986, Brace et al., 1990]. Daher wurde der Versuch unternommen, dieses Prinzip in
Richtung einer Beweisprozedur fur die Pradikatenlogik erster Stufe zu erweitern.

Ein erster Ansatz hierzu wurde in [Posegga & Ludascher, 1992] beschrieben. Bei diesem
werden logische Formeln in Form von Shannon-Graphen, einer den BDDs verwandten
Reprasentation, dargestellt. Dieser Ansatz wurde spater zu einem leistungsfahigen Be-
weisverfahren fur die Pradikatenlogik ausgebaut [Posegga, 1992]. Die Grundidee fur
die effiziente Implementierung des Verfahrens besteht darin, eine gegebene Formel F
zunachst in eine Shannon-Graph-Darstellung zu uberfuhren. Aus dieser wird in einem
weiteren Schritt ein Programm erzeugt, das die Suche nach einer Widerlegung speziell
fur F vornimmt.

Die vorliegende Arbeit beschaftigt sich mit der Theorie und Implementierung dieser
Verfahren und setzt Grundkenntnisse der symbolischen Logik voraus. Ausfuhrliche
Darstellungen der in dieser Arbeit verwendeten theoretischen Grundlagen finden sich
in [Andrews, 1986], [Fitting, 1990] und [Menzel & Schmitt, 1991]. Die Formalisierung der
Theorie der Shannon-Graphen orientiert sich an [Posegga, 1992].

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert:

Im zweiten Kapitel wird auf die Theorie der aussagenlogischen Shannon-Graphen ein-
gegangen und ein Beweisverfahren fur diese vorgestellt. Es wird gezeigt, wie dieses
Verfahren mittels einer bestimmten Ubersetzungstechnik effizient implementiert werden
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kann. AbschlieBend werden Ergebnisse der Implementierung eines aussagenlogischen
Beweisers fur eine Reihe von bekannten Testproblemen angegeben.

Das dritte Kapitel behandelt zunachst die Theorie der pradikatenlogischen Shannon-
Graphen und stellt zwei darauf basierende Beweisverfahren vor. Insbesondere auf das
zweite, verbesserte Verfahren der selektiven Erweiterungen wird dabei ausfuhrlich einge-
gangen und gezeigt, dal dieses korrekt und vollstandig ist. Im letzten Abschnitt des
Kapitels wird beschrieben, wie sich das Verfahren der selektiven Erweiterungen realisie-
ren laRt.

Die Implementierung des im Rahmen dieser Arbeit entstandenen pradikatenlogischen
Beweisers SHARE wird im vierten Kapitel beschrieben. AuflRerdem sind in diesem
Kapitel die Ergebnisse fur einige bekannte pradikatenlogische Testprobleme zusammen-
gestellt.

Der Anhang enthalt eine kurze Anleitung zur Benutzung von SHARE und einen Bei-
spiellauf fur Pelletiers 24. Problem.



Kapitel 2

Aussagenlogische Shannon-Graphen

2.1 Einleitung

Am Anfang des vorgestellten Beweisverfahrens steht die Konvertierung einer logischen
Formel in eine aquivalente Darstellung als Shannon-Graph. Shannon-Graphen stellen
eine kompakte Reprasentation von logischen Formeln dar, in denen auer dem dreistel-
ligen Junktor “sh” keine weiteren Junktoren auftreten. Im ersten Teil dieses Kapitels
beschaftigen wir uns mit den grundlegenden Eigenschaften solcher Formeln und wie
sich diese Darstellung aus einer beliebig gegebenen aussagenlogischen Formel gewin-
nen lalt. Wir geben dann ein auf Shannon-Graphen basierendes Beweisverfahren an und
zeigen wie dieses effizient implementiert werden kann.

Mit Hilfe einer Erweiterung der Shannon-Graphen, den CuTt-Shannon-Graphen, wird
der Zusammenhang zwischen semantischen Tableaux und Shannon-Graphen beleuch-
tet. SchliefRlich betrachten wir verschiedene Konstruktionsvarianten fur den Aufbau von
Shannon-Graphen und geben die damit erzielten Ergebnisse fur eine Reihe von bekann-
ten Testproblemen an.

2.2 Theoretische Grundlagen

2.2.1 Notationen

Wir erweitern die ubliche Definition der Sprache der Aussagenlogik zur Sprache A,
indem wir neben den Junktoren —, A, vV, —, < den dreistelligen Shannon-Junktor sh zu-
lassen. AuBerdem nehmen wir die Atome 0 und 1 mit in die Signatur auf.

Forat bezeichnet die Menge der atomaren Formeln ohne {o,1}, For die Menge aller
Formeln uber Fora; ohne Verwendung des Junktors sh und Forgy steht schlieRlich fur
die Menge aller wohlgeformten Formeln von A.
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Definition 2.1 (Semantik von 0,1, sh)
Seien A, B,C € Forgy. Die Definition des Wahrheitswertes val : Forgy—{F, W} wird wie
folgt auf Formeln aus Forgy erweitert:

val(0) = F
val(1) = W
val(sh(A, B,C)) = wal(mAANBV ANC)

val hangt von der gewahlten Interpretation 7, oder, im pradikatenlogischen Fall, von der Struktur
D mit Variablenbelegung 5 ab.

A heift die Bedingung, B der negative, C' der positive Ausgang von sh(A, B,C). Fur
val(A) = val(B) schreiben wir abkurzend A & B.

Da die Disjunktion in —AAB v AAC eine exklusive Lesart gestattet, konnen wir die
Formel sh(A, B, C') intuitiv lesen als

“Wenn A gilt, dann C, sonst B.”

Der sh-Junktor ist also ein if-then-else Junktor, bei dem die Argumente 2 und 3 vertauscht
sind.!

Wie sich noch zeigen wird, bildet der sh-Junktor zusammen mit 0 und 1 eine logische
Basis,?2 d.h. wir konnen auf alle anderen Junktoren —, A, V, ... verzichten und nur noch
Formeln uber 0, 1 und sh betrachten. Dies gilt selbst dann noch, wenn wir fur die Bedin-
gung A nur atomare Formeln zulassen.® Die Menge SH der so aufgebauten Shannon-
Formeln definieren wir formal:

Definition 2.2 (Shannon-Formeln, Shannon-Graphen)
Die Menge der Shannon-Formeln SH C Forgyy ist definiert als die kleinste Menge, fur die gilt

(1) 0,1 SH
(2) Wenn Sp, 81 € SH und A € Forag, dannist auch sh( A, Sp,S1) € SH.

Da wir Shannon-Formeln als Graphen reprasentieren (siehe Abschnitt 2.3.1), sprechen wir haufig
synonym von Shannon-Graphen. Shannon-Formeln bezeichnen wir mit kalligraphischen Buch-
staben.

2.2.2 Darstellung von Shannon-Formeln in Form von Bindrbaumen

Shannon-Formeln lassen sich in unmittelbar einsichtiger Weise als Binarbaume auffassen.
Dabei bilden die atomaren Wahrheitswerte 0 und 1 die Terminal-Knoten oder Blatter,
wahrend ein Term sh(A, B,C) mit der Bedingung A und den Ausgangen B und C als
Nichtterminal-Knoten mit dem Inhalt A und den Unterbaumen 3 und C dargestellt werden
kann. Wenn wir gelegentlich von der Wurzel, Blattern und Nichtterminal-Knoten einer
Shannon-Formel reden, so beziehen wir uns auf ihre Darstellung als Binarbaum.

!Bei der Darstellung von BDDswird Ublicherweise der negative Ausgang von A links neben dem positiven
Ausgang dargestellt. Die beim sh-Junktor gewahlte Anordnung tragt dem Rechnung.

%Dies zeigt z.B. [Church, 1956], wobei er anstelle des sh-Junktors die von ihm als conditioned disjunction
bezeichnete Konstruktion [A1, B, Ao] mit der Semantik [4o, B, A1] & (B—A1)A(—~B—Ao) verwendet.

®Siehe auch [Bauer & Wirsing, 1991, 82ff,99ff], dort heiRen solche Formeln “dyadische Fallunterscheidungen
in Pramissen-Normalform”.
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Beispiel 2.3

In Bild 2.1 ist die Shannon-Formel sh(a, 0, sh(b,0,1)) als Binarbaum &; dargestellt. Jeder
Nichtterminal-Knoten ist mit einer atomaren Formel (der Bedingung) versehen und hat
eine negative und eine positive Kante zu den entsprechenden Unterbaumen.

Abbildung 2.1: Shannon-Formeln fur aAb, =¢, aAbA-c in Binarbaum-Darstellung

2.2.3 Auswertung von Shannon-Formeln

Der Wahrheitswert einer Shannon-Formel unter einer gegebenen Interpretation / kann
sehr einfach bestimmt werden:

Beginnend von der Wurzel verzweigen wir an jedem Nichtterminal-Knoten entspre-
chend dem angenommenen Wahrheitswert der Bedingung, bis wir schlieBlich ein Blatt
erreichen, das den Wahrheitswert der Shannon-Formel unter I reprasentiert. In Abbil-
dung 2.1 erhalten wir den Wahrheitswert W fur S, unter der Interpretation / = {a,b}.
Jede andere Interpretation von « oder b macht §; dagegen falsch; S; ist demnach eine
aquivalente Darstellung von aAb.

2.2.4 Komposition von Shannon-Formeln

Um zwei Shannon-Formeln A und B konjunktiv zu verknupfen, konnen wir anstelle
der 1-Blatter in .4 die Shannon-Formel B “einsetzen”; wir schreiben dann A[L]: Eine
Interpretation 7 macht .4 wahr, wenn wir beim Durchlaufen von A gemaR [ in einem
1-Blatt enden. Wenn dies auch fur 5 gilt, dann und nur dann gilt AAB.

Beispiel: Wir betrachten nochmals Abbildung 2.1. Durch Einsetzung von S, fur den

1-Knoten in Sy ergibt sich 83, d.h. S5 = sl[SL]. Es gilt S3 < S1AS,.
2

Nachfolgend formalisieren wir den Begriff der Substitution von Bittern und geben weitere
Kompositionsregeln fiir Shannon-Formeln an.*

“4In Kapitel 3 betrachten wir auch Shannon-Formeln, die in der Bedingung selbst wieder Shannon-Formeln
enthalten. Die Definition der Blatt-Substitution stellt sicher, daR Ersetzungen nur innerhalb des zweiten und
dritten Arguments einer Shannon-Formel vorgenommen werden. Die Schreibweise dieser Substitution ist
an [Ortowska, 1969b] angelehnt.
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Definition 2.4 (Substitution von Blattern)
Fur A, 8o, S1 € SH definieren wir

So wenn A =0
A[Si’si ={ & wenn A =1
0 ©1 sh(A,B[SiO, Sil],C[Sio, Sil]) wenn A = sh(A, B,C)

A[S%] bzw. A[S%] stehen abkurzend fur den Fall, daB nur o bzw. 1-Blatter ersetzt werden sollen.

Um schrittweise alle “herkommlichen” Junktoren —, A, V, —, < einer Formel zu eliminie-
ren und durch den sh-Junktor zu ersetzen, benotigen wir die nachfolgenden Rechenregeln,
die sich unmittelbar aus Definition 2.1 ergeben.

Lemma 2.5 (Rechenregeln)
Seien A,..., D € Forgy, o € {A,V,—, <} ein zweistelliger Junktor, dann gilt

1. =sh(A,B,C) < sh(A,-B,-C) Negations-Elimination
2. sh(A,B,C)o D < sh(A,BoD,CoD) Distributivitat

Durch eine einfache strukturelle Induktion und mit Hilfe der genannten Rechenregeln
zeigt man die Gultigkeit der nachfolgenden Kompositionsregeln. Man beachte, da zum
Beweis von (REP,) und (REPA) nur die jeweilige Distributivitat benotigt wird, wahrend
alle anderen Kompositionsregeln von der Negations-Elimination Gebrauch machen.

Lemma 2.6 (Kompositionsregeln)
Seien A, B € SH, dann gilt

(REPy)  AVB & A[B] (REPN)  ANB & AlB]
(REP-) -A & ,4[%%]
(REP—) A—=B & AL %] (REP.) A=B & Al 4

2.2.5 Eigenschaften von Shannon-Formeln

Um die logischen Eigenschaften von Shannon-Formeln untersuchen zu konnen, benaoti-
gen wir den Begriff des Pfades. Anschaulich verstehen wir unter einem Pfad einer
Shannon-Formel § die Menge von Literalen, die man erhalt, wenn man S von der Wurzel
beginnend bis zu einem Blatt 0 oder 1 durchlauft und die besuchten atomaren Formeln
vorzeichenrichtig aufsammelt. Das bedeutet, wenn wir den negativen Ausgang eines
Nichtterminal-Knotens sh( A, B, C) wahlen, nehmen wir = A zum Pfad hinzu, andernfalls
A.

Beispiel: &1 in Abbildung 2.1 enthalt die Pfade {-a}, {a, -0} zu 0-Knoten und {«, b} zum
einzigen 1-Knoten.

Im folgenden werden wir mit jeder Shannon-Formel § zwei disjunktive Normalformen
DNF1(S) und DNFq(S) assoziieren, die Disjunktion aller Pfade zu 1-Knoten, sowie die
Disjunktion aller Pfade zu 0-Knoten.
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Um eine moglichst einfache Notation zu erhalten, die auch die leere Disjunktion und die
leere Konjunktion umfait, schreiben wir eine disjunktive Normalform als Menge 11 von
Mengen =,...,7,. Die m; deuten wir als Konjunktionen, wahrend II als Disjunktion
betrachtet wird. Den Wahrheitswert der leeren Konjunktion definieren wir wie ublich
als W, den der leeren Disjunktion als F.

Gelegentlich wollen wir zwei disjunktive Normalformen II; und II, konjunktiv verknup-
fen; dies geschieht durch “Ausmultiplizieren”. Hierzu definieren wir eine Operation @,
die dem kartesischen Produkt ahnlich ist:

Definition 2.7 (Produkt von Mengen)
Fur die Mengen von Mengen 113, 115 ist

1L eI, = {7T1 U m | m € Il1,m € Hz}

Die Vereinigung m U m, ergibt wieder eine Konjunktion, II; @11, eine Disjunktion solcher
Konjunktionen. Wenn alle Pfade = nur Literale enthalten, ist [T, @11, also eine disjunktive
Normalform. Man beachte fur die nachfolgende Definition, daB TIp{} = {}eIll = {},
wahrend II{ {} } = { {} }oIl =1L

Wir konnen jetzt Pfade einer Shannon-Formel formal beschreiben und einige damit ver-
bundene Sprechweisen einfuhren:®

Definition 2.8 (Pfade, DNF1(S), DNFy(S))
Zu S € SH definieren wir die Menge aller Pfade zu 1-Knoten DNF4(S), sowie die Menge aller
Pfade zu 0-Knoten, DNFy(S) als

{3} wenn S =0
DNF((S) =1 {{}} wenn S =1
{{-A}}@®DNF1(B) U {{A}}®DNF1(C) wenn S = sh(A,B,C)
{{}} wenn S =0
DNFy(S) =< {} wenn S =1

{{-A}}®DNFy(B) U {{A}}®DNFy(C) wenn S = sh(A,B,C)

Die Elemente von DNF1(S) nennen wir 1-Pfade, die von DNFy(S) 0-Pfade.

Definition 2.9
Ein Pfad = heilt geschlossen oder inkonsistent, wenn er komplementare Literale enthalt; offen-
sichtlich ist = dann unerfullbar.

Definition 2.10
Ein aussagenlogischer Shannon-Graph hei3t geschlossen, wenn alle seine 1-Pfade geschlossen
sind.

®Diese Notation weicht von der in [Posegga, 1992] verwendeten ab. Die durch die Mengenschreibweise
definierten Pfade entsprechen daher nicht mehr exakt dem Ublichen Begriff. So kann es verschiedene
“Wege” von der Wurzel zu Blattern geben, die durch die gleiche Menge beschrieben werden. Fir die
weiteren Betrachtungen spielt dies jedoch keine Rolle.
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Wir haben die Mengen DNF1(S) und DNFq(S) so definiert, dald sie die Semantik des
sh-Junktors korrekt widerspiegeln. Damit ergeben sich die folgenden fundamentalen
Eigenschaften:

Satz 2.11 (Eigenschaften von Shannon-Formeln)
Sei § € §H eine Shannon-Formel, 71, 72 € DNF1(S) U DNFg(S), 71 # 72 Zwei verschie-
dene Pfade, dann gilt

(E1) S < DNF(S) DNF-Darstellung
(E2) =S < DNFg(S) Dualitat
(E3) 1,72 haben kein gemeinsames Modell Pfad-Eindeutigkeit

(E1) besagt, daR eine Shannon-Formel logisch aquivalent zu einer disjunktiven Nor-
malform, der Disjunktion aller 1-Pfade ist. Diese Eigenschaft machen wir uns zunutze,
um Modelle einer Shannon-Formel § zu bestimmen. Jeder nicht geschlossene 1-Pfad =
reprasentiert auf naheliegende Weise ein Modell I, von S: Fur jedes Atom A setzen wir
I.(A) = W, wenn A € &, I.(A) = F, wenn —=A € r, beliebig sonst. Die Darstellung
einer Shannon-Formel als disjunktive Normalform hat eine Analogie beim Tableaukalkul:
Betrachtet man die Aste eines voll expandierten Tableaus 7 als Konjunktion der darauf
liegenden Literale und die Aste als disjunktiv verknupft, so erhalt man ebenfalls eine dis-
junktive Normalform, die aquivalent zur Ausgangsformel des Tableaus ist. Offene Aste
reprasentieren dann Modelle der Ausgangsformel. Die Unterschiede zwischen Asten
im Tableau und Pfaden einer Shannon-Formel werden durch die Eigenschaften (E2) und
(E3) beleuchtet.

Die Dualitat (E2) besagt, daB eine Shannon-Formel S auch ihre Gegenmodelle, d.h. Model-
le von =S in Form der Pfade zu 0-Knoten reprasentiert. Dies ist charakteristisch fur
Shannon-Formeln und hat keine Entsprechung beim Tableau-Verfahren.

Aus Eigenschaft (E3) folgt schliefilich, da es in einem Shannon-Graphen zu einer In-
terpretation 7 genau einen Pfad von der Wurzel zu einem Blatt-Knoten gibt, der unter
I erfullt ist. Damit kann man eine Shannon-Formel unter I bequem auswerten, ohne
verschiedene Alternativen betrachten zu mussen. Dagegen gibt es bei einem voll ex-
pandierten Tableau im allgemeinen Interpretationen, die mehrere Aste zugleich erfiillen:
Beim Tableau fur aVvbist I = {a,b} eine solche.

An dieser Stelle wollen wir, exemplarisch fur die anderen einfachen Induktionen, den
Beweis durchfuhren.

BEWEIs (Satz 2.11)

(E1) : Wir zeigen dies mittels Induktion uber den Aufbau von S :
S =0: Dannist DNF1(S) = {} die leere Disjunktion, deren Wahrheitswert wir als
F definiert haben.

S =1: DNFy(S) = {{} } ist eine Disjunktion, die die leere Konjunktion enthalt,
also DNF{(S) < 1.
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S = sh(A, B,C) : Seivorausgesetzt, dal’ die Behauptung bereits fur 5 und C gezeigt
wurde. Dann gilt

{{-4}} ©DNFy(B)

DNF(S) < U {{4)} ®DNF(C) Definition 2.8
< 2 AANDNFq(B) v AADNF1(C) *“Vorziehen” von = A bzw. A
& —AANB VvV ANC Induktionsvoraussetzung
&S Definition 2.1
(E2) :
DNFy(S) <« DNFl(S[%, %]) Definitionen 2.4 und 2.8
& S[%, %] Wie in (E1) gezeigt
& -8 Ersetzungsregel (REP-)

(E3) : Seien Iy, I Interpretationen mit I; = 71 und I |= 7, (falls mindestens ein Pfad
unerfullbar ist, so ist nichts weiter zu zeigen). Da m # m, gibt es einen klein-
sten (“obersten”) Nichtterminal-Knoten si( A, B,C), in dem sich m und 7, unter-
schiedlich verzweigen. Daher mussen sich die Interpretationen 7; und I, in A
unterscheiden.

Als Spezialfall von (E1) ergibt sich sofort das

Korollar 2.12
Eine aussagenlogische Shannon-Formel S ist unerfullbar gdw. S geschlossen ist.

BEWEIS
Wenn S geschlossen ist, dann ist jeder 1-Pfad m; € DNF41(S) unerfullbar, also auch S.
Andernfalls gibt es einen nicht geschlossenen 1-Pfad 7. Da 7 nur aus Literalen besteht,

kann direkt eine Interpretation I, angegeben werden, die = und somit S erfullt. -

2.2.6  Umwandlung von Formeln in Shannon-Formeln

Nachdem die grundlegenden Eigenschaften von Shannon-Formeln bekannt sind, geben
wir eine Transformation an, die eine beliebige aussagenlogische Formel in eine logisch
aquivalente Shannon-Formel verwandelt. Damit ist dann gezeigt, daB {sh, 0,1} eine logi-
sche Basis bildet. Diese Transformation leistet, durch sukzessive Anwendung der Kom-
positionsregeln (REPA), (REPy),...aus Lemma 2.6, die nachfolgend definierte Funktion
conv : For—=SH:

Definition 2.13 (Convert)

sh(F,0,1) wenn I’ € Forag
conv(A)[%, %] wenn F = -A
conv(A)[Con%,(B)] wenn F = AAB
conV(F) = conv(A)[W] wenn F' = AVB
conv(A)[%, CO%V@J wenn F' = A—B
conv(A)[ComsJHB)7 COH%/(B)] wenn F' = A <~ B
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Durch einfache strukturelle Induktion und mit Hilfe des Lemmas 2.6 zeigt man direkt
das folgende Korollar:

Korollar 2.14
Sei I’ € For, danngilt: F < conv(F).

2.2.7 Ein Beweisverfahren fur aussagenlogische Shannon-Formeln

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir die notwendigen Grundlagen geschaf-
fen, um eine auf Shannon-Formeln basierende Beweisprozedur fur die Aussagenlogik
anzugeben. Aufgabe einer solchen Prozedur ist es, fur eine gegebene aussagenlogischen
Formel alle Modelle zu ermitteln. Zuweilen genugt es auch festzustellen, ob eine Formel
uberhaupt ein Modell hat.

Mit Hilfe der Funktion conv sind wir in der Lage, eine beliebige aussagenlogische Formel
in eine logisch aquivalente Shannon-Formel umzuwandeln. Nach Satz 2.11 ist eine
Shannon-Formel § wiederum logisch aquivalent zu DNF4(S), der Disjunktion aller Pfade
zu 1-Knoten.

Um die Modelle von § zu bestimmen, mussen geschlossene und somit unerfullbare
1-Pfade offensichtlich nicht berucksichtigt werden. Es genugt demnach die Menge
DNF{°"(S) der konsistenten 1-Pfade von S zu bestimmen. Da in Pfaden nur Literale
vorkommen, reprasentiert jeder Pfad = € DNF{°"*(S) eine partielle Interpretation I,., die
S erfullt. Die Eigenschaft der Pfad-Eindeutigkeit aus Satz 2.11 stellt zudem sicher, daB alle

1. verschieden sind.

Ein mogliches Vorgehen ware, sukzessive alle Pfade von DNF; (S ) aufzuzahlen und dabei
inkonsistente Pfade zu eliminieren. Dieser Ansatz ist jedoch in der Praxis unbrauchbar®
und man wird sinnvollerweise bereits inkonsistente Teilpfade verwerfen. Dadurch konnen
in einem einzigen Schritt eine ganze Reihe inkonsistenter Pfade eliminiert werden.

Die Beweisprozedur stellt sich wie folgt dar: In einem Vorverarbeitungsschritt transfor-
mieren wir eine aussagenlogische Formel F' in einen Shannon-Graphen §. Um eine §
erfullende Interpretation I, zu finden, durchlaufen wir S mittels Tiefensuche, wobei
wir inkonsistente Teilpfade verwerfen; dies stellt die eigentliche Beweissuche dar. Man
betrachte hierzu Algorithmus 1 in Abbildung 2.2.

Bei Aufrufder Funktion satisfy(.A, ) reprasentiert der Pfad « eine partielle Interpretation
I.. Nachfolgend liefert satisfy(.A, =) alle mit I vertraglichen Modelle von A:

Im ersten Basisfall wird die leere Disjunktion zuruckgegeben, da Pfade, die in 0 enden,
keine Modelle von A reprasentieren. Dagegen stellt, falls wir an einem 1-Knoten an-
gelangt sind, = ein Modell von A dar und wir liefern diesen konsistenten Pfad zuruck.
Im Rekursionsfall wird eine einmal getroffene Entscheidung fur den Wahrheitswert ei-
ner atomaren Formel At beibehalten, d.h. entsprechend in den negativen oder positiven
Nachfolger von sh( At, B,C) verzweigt: Wenn - At € 7, sind alle Pfade durch den positi-
ven Ausgang C geschlossen, falls dagegen At € 7, so sind alle Pfade durch B geschlossen.

Ist At jedoch noch nicht in = enthalten, d.h. noch nicht mit einem Wahrheitswert be-
legt, werden nacheinander beide moglichen Belegungen betrachtet und die gefundenen
Losungen vereinigt. Ist man hochstens an einem Modell interessiert, etwa um die Inkon-
sistenz von F’ zu zeigen, so kann man auf die Vereinigung verzichten und nur eine der
moglichen Losungen zuruckliefern.

®Die Shannon-Formel fir Pigeon-7 (siehe Abschnitt 2.6.3, Tabelle 2.3) hat & 2.4 - 10*® Pfade zu 1-Knoten!
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Algorithmus 1

S i= conv(F);
DNF{N(S) = satisfy(S, {}).

functi on satisfy(.A, 7)
case A of
o:return<{}
1 return {r}
sh(At,B,C): i f At € wreturn satisfy(5, 1)
el se if At € mreturn satisfy(C, )
el se return satisfy(5, {~At} U 7) U satisfy(C, { At} U )

Abbildung 2.2: Die aussagenlogische Beweisprozedur

2.3 Aspekte der Implementierung

In den folgenden Abschnitten beschreiben wir, wie die vorgestellte Beweisprozedur
effizient realisiert werden kann. Eine wichtige Voraussetzung fur das gewahlte Ver-
fahren ist die kompakte Darstellung von Shannon-Formeln in Form von Graphen. In
Abschnitt 2.3.2 geben wir eine Prolog-Implementierung der Funktion conv an, die die
gewunschte Graphdarstellung erzeugt. Abschnitt 2.3.3 behandelt die Realisierung der
eigentlichen Beweissuche.

2.3.1 Reprasentation von Shannon-Formeln, Shannon-Graphen

Bisher haben wir synonym von Shannon-Formeln und Shannon-Graphen gesprochen. Er-
stere Bezeichnung hebt hervor, daf es sich um gewohnliche logische Formeln handelt.
Zuweilen kann jedoch die tbliche Term-Darstellung recht unhandlich werden.” Deshalb
stellen wir gemeinsame Unterstrukturen nur einmal dar (“structure sharing™), d.h. wir
reprasentieren Shannon-Formeln als gerichtete, azyklische Graphen, im weiteren gele-
gentlich auch DAGs® genannt. Durch diese Darstellung erreichen wir insbesondere, daR
in einem Shannon-Graphen nur zwei Terminal-Knoten 0 und 1 auftreten.

Beispiel 2.15
Abbildung 2.3 zeigt verschiedene Darstellungen der Shannon-Formel

sh(a, sh(¢,0,1),sh(b, sh(c,0,1),1)) = conv((aAb)Ve).

S ist die bereits bekannte Darstellung als Binarbaum. S ist die abstrakte Reprasentation
von S in Form eines gerichteten, azyklischen Graphen. Diesen wiederum stellen wir

"Die bereits erwahnte Shannon-Formel fir Pigeon-7 hat als Binarbaum dargestellt Uber 10* Knoten; die
Graph-Darstellung kommt dagegen mit 294 Knoten aus.
®Directed Acylic Graphs
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Sh( 1, a, Fl, Tl)

sh(2, b, Fz, Tz)
AN S
C Sh(3,C,F,T)
_+ B N / 3\ 3
So & AN
S

S sh-Term

Abbildung 2.3: Verschiedene Reprasentationen der Shannon-Formel fur (aAb)Ve

in der gewahlten Implementierungssprache Prolog, in Form des rechts abgebildeten
sh-Terms dar.

Wir reprasentieren demnach einen Nichtterminal-Knoten sh(A, F,7) eines Shannon-
Graphen durch einen Term der Form

sh(1d,AF,T)

Id ist eine naturliche Zahl und bezeichnet in eindeutiger Weise den jeweiligen Nichttermi-
nal-Knoten. Diese Knoten-Bezeichner werden im weiteren Verlauf des Verfahrens benotigt.
Aist die zu diesem Knoten gehorende atomare Formel. Die negative bzw. positive Kante
zu den Untergraphen F und 7 stellen wir durch Prolog-Variablen £ und 7" dar, die nach
der Prolog-Unifikation F' = F,T = 7 die gewunschten Verweise enthalten.

Diese Darstellung als DAG lat sich bei der Konvertierung einer Formel mittels conv sehr
einfach gewinnen, wie wir im nachsten Abschnitt zeigen.

2.3.2 Realisierung von conv

Die Implementierung der Funktion conv aus Definition 2.13 soll zum einen effizient sein,
zum anderen soll die erhaltene Reprasentation der Shannon-Formel nach Moglichkeit
nicht mehr Speicherplatz benatigen als die ursprungliche Formel. Diesen Anforderungen
genugt die folgende Realisierung von conv durch das Prolog-Pradikat

conv( +F,-S,- False,- True)

Ein- bzw. Ausgabeparameter sind, wie ublich, durch “+” und “- ” gekennzeichnet. Der
zur gegebenen Formel F aquivalente Shannon-Graph S wird, zusammen mit den Prolog-
Variablen False und True zuruckgegeben. In dem Term & treten anstelle der Blatter 0
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und 1 die Variablen False und True auf, die als Platzhalter fur nachfolgende Einsetzun-
gen dienen.® Durch Prolog-Unifikation dieser Variablen mit Termdarstellungen ande-
rer Shannon-Graphen entsteht das gewunschte structure sharing. Um diesen Vorgang
wiederholt anwenden zu konnen, mussen die Blatter einer Unterstruktur explizit als
Ausgabeparameter zuruckgeliefert werden.

Die Negation eines Shannon-Graphen ergibt sich nach (REP-) durch einfaches Vertau-
schen der 0 und 1-Blatter:

conv(- A, ShA, False, True) :- 119
conv( A, ShA, True, False) .

Umconv(AAB) = conv(A)[m] zu bestimmen, berechnen wir zunachst rekursiv den
Shannon-Graphen ShA von A, wobei wir anstelle der 1-Blatter die noch ungebundene
Prolog-Variable ShB einsetzen. Diese wird erst durch den nachfolgenden Aufruf von
conv( B, ShB, False, True) gebunden. Dagegen bleiben False und True ungebunden, sie

stehen fur die Blatt-Knoten 0 und 1 des Ergebnisses:

conv(A & B, ShA, False, True) :- !,
conv( A, ShA, False, ShB) ,
conv( B, ShB, False, True) .

Die anderen Falle werden analog gehandhabt. Man beachte, dafl der Aufwand fur die
Behandlung der Aquivalenz grof3er ist als fur die anderen Operatoren:

conv(A v B, ShA, False, True) :- I,
conv( A, ShA, ShB, True),
conv( B, ShB, False, True) .

conv(A => B, ShA, False, True) :- !,
conv( A, ShA, True, ShB),
conv( B, ShB, False, True) .

conv(A <=> B, Sh, False, True) :- !,
conv( A, Sh, ShNB, ShB),
conv( B, ShB, False, True) ,
conv( - B, ShNB, False, True) .

War keiner der obigen Falle zutreffend, so liegt eine atomare Formel A vor: Der Term
sh(Id, A, False, True) mit dem neuen Bezeichner I'd muR zuruckgeliefert werden:

®Man bezeichnet (S, False, True) auch als Differenz-Struktur (siehe [Sterling & Shapiro, 1986], [O’Keefe,
1990]), das Prolog-spezifische probate Mittel, um unvollstandige Datenstrukturen zu reprasentieren.

YEine Bemerkung zur Verwendung des Prolog-Cuts “!””: Bei den hier verwendeten Cuts handelt es sich
um sogenannte “green cuts” ([Sterling & Shapiro, 1986]), d.h. man erhalt die gleiche Menge von Antworten,
wenn man die Cuts nicht verwendet. Allerdings ist im allgemeinen die Ausfihrungsgeschwindigkeit bei
Verwendung derselben groRer, da keine Rlicksetzpunkte zur Bestimmung von alternativen Losungen mittels
Backtracking auf dem Aufruf-Keller abgespeichert werden mussen. Streicht man in der letzten Klausel von
conv die Bedingung at om c_f or nul a( A), so werden die Cuts “rot”, und jede Formel, die nicht von der
Bauart der zuvor abgehandelten Falle ist, wird als atomar betrachtet.
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conv(A, sh(ld, A, False, True), False, True) : -
atomc_formul a(A),!,
ctr_inc(1,1,1d).

Wie bereits in Korollar 2.14 erwahnt, gilt /' < conv(}'). Die vorliegende Realisierung von
conv ist durch die Vewendung gemeinsamer Unterstrukturen zudem effizient, d.h. es gilt

Satz 2.16
Fur jede aussagenlogische Formel F' € For, die “~ " nicht enthalt ist:

(1) leonv(F)[ = [ F]
Dabei bezeichnet | F'| die Lange der Eingabeformel (gemessen in Anzahl von atoma-
ren Teilformeln) und |conv( £)| die Anzahl der Nichtterminal-Knoten des Shannon-
Graphen. Dies ist leicht einzusehen: Durch die Verwendung gemeinsamer Unter-
strukturen ist gewabhrleistet, dall bei Komposition von A[%] gilt: |A[%]| = |A|+|5B|.
Ohne Verwendung von structure sharing hatten wir dagegen |A[%]| = |A|-|B|.

Da fur eine atomare Formel genau ein Nichtterminal-Knoten erzeugt wird, folgt
die Behauptung fur die Grof3e von conv( F').

(2) conv € O(|F)

Die zeitliche Komplexitat von conv ist proportional zur Lange der Eingabefor-
mel. Auch dies ist offenkundig, wenn man bedenkt, dall die Komposition zweier
Shannon-Graphen durch das Pradikat conv/ 4 auf die Prolog-Unifikation einer
Variablen mit einem Term zuruckgefuhrt wird, d.h. die Komposition ist eine Ope-
ration mit Aufwand O(1).

Die Aussagen (1) und (2) gelten — zumindest in der Aussagenlogik — auch fur Formeln,
die — enthalten, wenn wir Shannon-Graphen etwas anders definieren: Danach durfen
Kanten auch mit einem “Inverter”-Symbol “e”” versehen sein (siehe z.B. [Brace et al.,
1990] Abschnitt 5.1). Man setzt:

0 1

conv(A = B) = ConV(A)[oconV(B)’ conv( )

]

und erhalt eine besonders kompakte Darstellung der Aquivalenz, da conv(B) sowohl
B als auch (via “e”) =B darstellt. In dem von uns gewahlten Beweisverfahren wurde
dadurch der Aufwand fur die Vorverarbeitung reduziert, allerdings auf Kosten der nach-
folgenden Beweissuche; denn wahrend dieser muB die implizite Negation “e” aufgelost
werden. Ausdiesem Grunde wurde aufeine entsprechende Implementierung verzichtet.

2.3.3 Realisierung von satisfy, Kompilierung von Shannon-Graphen

Wir wollen nun daran gehen, die eigentliche Beweissuche des Verfahrens aus Abbil-
dung 2.2 moglichst effizient zu implementieren. Um zu beweisen, daf eine aussagenlogi-
sche Formel F unerfullbar ist, mussen wir zeigen, dafy im zugehorigen Shannon-Graphen
S = conv(F) alle 1-Pfade geschlossen sind. Finden wir jedoch einen nicht geschlossenen
1-Pfad, so ist F' erfullbar. Die Suche nach erfullbaren Pfaden konnten wir gemal} der
Funktion satisfy auf einer expliziten Datenstruktur fur S durchfuhren. Wir gehen jedoch
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einen anderen Weg, der zwar den Aufwand fur die Vorverarbeitung erhoht, dafur aber
eine deutliche Effizienzsteigerung bei der Beweissuche bewirkt.

Die zugrundeliegende Idee ist, einen Shannon-Graphen § in ein Prolog-Programm zu
“kompilieren”, d.h. wir generieren fur S ein Prolog-Programm Ps, das die Suche nach
erfullbaren Pfaden speziell fur S lost. Auf die Anfrage ?- satisfy(7 ) berechnet Pg sukzes-
sive alle konsistenten 1-Pfade = von §. Gibt es keine solchen, so scheitert die Anfrage und
S ist als unerfullbar erkannt. Durch dieses Vorgehen wird die Suche nach konsistenten
1-Pfaden direkt auf den Prolog-Inferenzmechanismus abgebildet. Das Vorgehen ist wie
folgt:

In einem weiteren Vorverarbeitungsschritt, der Kodegenerierung erzeugen wir fur jeden
Nichtterminal-Knoten sh( 1d, A, B, C) von S mit Bezeichner Id genau eine Prolog-Klausel
mit dem Kopf node( Id, 7). Wir erhalten so ein Prolog-Programm, dessen GroRRe pro-
portional zur Lange der Eingabeformel ist!! = reprasentiert dabei einen teilweise in-
stantiierten Pfad. node( /d, ) hat Erfolg, wenn es eine konsistente Erweiterung von =
zu 1-Knoten von B oder C gibt. Durch eine solche Erweiterung wird = im allgemeinen
zusatzlich instantiiert.

Pfade = konnen wir in Prolog als Terme pat h( A;,..., A,) fester Stelligkeit reprasen-
tieren, denn nach der Vorverarbeitung mit conv ist uns die Anzahl » der Atome der
Eingabeformel bekannt. Mit jeder Stelle ¢ in pat h/n assoziieren wir ein bestimmtes
Atom A;. Ist die Stelle ¢ noch nicht instantiiert, so gilt 4;, = A; ¢ =, d.h. wir haben A; noch
nicht interpretiert, andernfalls gibt uns die Instanz an, ob A; € = oder —=4; € =, d.h. ob
wir A; als W oder F annehmen.

Die Struktur der generierten Klausel lalt sich durch eine Abwandlung des Rekursi-
onsfalls der Funktion satisfy herleiten. Als Beispiel betrachten wir dazu speziell den
Knoten sh(1, a, sh(3,...),sh(2,...)) aus Abbildung 2.3 (2 und 3 sind die Knoten-
Bezeichner der Nachfolgerknoten). Wenn wir das Atom a an der ersten Stelle von pat h/3
darstellen, erhalten wir die folgende Prolog-Klausel:

node(1, ) :- arg(l, r,-a), node(3, )
; arg(l, w, +a), node(2, 7).

Das Semikolon “; ” stellt in Prolog eine Disjunktion dar. Die umgangssprachliche Be-
deutung dieser Klausel ist die folgende:

“Ein konsistente Verlangerung des Teilpfades 7 durch den Knoten 1 zu einem 1-Pfad enthalt -«
und fuhrt durch den Knoten 3, oder enthalt , fuhrt dann aber durch den Knoten 2.”

In Abhangigkeit der Instantiierung von = ergibt sich konkret folgendes Verhalten:

7= path(-a,...,...)

Danngiltarg(1, «, -a), d.h. —e € 7 und es wird einfach der negative Nachfolger
node( 3, ) aufgerufen. Das Ziel ar g( 1, =, +a) in der zweiten Zeile scheitert, der
Pfad = U a durch den positiven Ausgang des vorliegenden Knotens ist geschlossen.

arg(1, =, -a) scheitert, d.h. der negative Ausgang ist wegen a € 7 geschlossen,
und es wird der positive Nachfolger node( 2, ) aufgerufen.

Die bereits erwahnte Ausnahme bildet die Aquivalenz —.
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7= path(X ...,...)

Wenn an der ersten Stelle des Pfades eine Prolog-Variable steht, so heifl3t dies,
dal weder « noch -« in = sind. Durch arg(1, =, -a) wird dann « zunachst mit
dem Wahrheitswert F belegt und versucht den so erweiterten Teilpfad = U —a zu
einem 1-Pfad durch den negativen Ausgang zu vervollstandigen. Sollte dies nicht
erfolgreich sein, oder wird durch Backtracking eine zusatzliche Losung gesucht,
so wird die ursprungliche Instantiierung der ersten Stelle von = zuruckgenommen
und statt dessen mit +a instantiiert. Durch Aufruf des positiven Nachfolgers wird
schlielich eine konsistente Erweiterung von = U a gesucht.

Bringt man am Ende der ersten Zeile einen Prolog-Cut “!” an, wird hochstens ein
konsistenter 1-Pfad geliefert.1?

In der Klausel fur satisfy(7) muf die Prolog-Klausel fur den Wurzel-Knoten des Shannon-
Graphen S miteinem leeren Pfad aufgerufen werden. Abbildung 2.4 zeigt das vollstandi-
ge Programm fur das Beispiel aus Abbildung 2.3. Es liefert auf die Anfrage ?- satisfy(r)
nacheinander = = path(—a,*, +¢); 7™ = path(+a,+b,*); 7 = path(+a,—b,+c). Dabei
steht * fur eine beliebige Belegung des entsprechenden Atoms.

satisfy(Path) :- Path = path(_, ., ), node(1, Path).

node(1,Path) :- arg(l, Path,-a), node(3, Path)

; arg(l, Path, +a), node(2, Path).
arg(2, Path, -b), node(3, Pat h)

; arg(2, Pat h, +b) .

arg(3, Path, +c).

node( 2, Pat h)

node( 3, Pat h)

Abbildung 2.4: Prolog-Programm fur conv((aAb)Vc)

Wie in Tabelle 2.3 (Seite 35) dargestellt, ergeben sich sehr kurze Laufzeiten fur den
erzeugten Prolog-Kode.'®

Die Verwendung von Prolog als Zielsprache fur den beschriebenen UbersetzungsprozeB
ist nicht obligatorisch. Da die Struktur des generierten Kodes einfach ist, kann man ohne
groBeren Aufwand andere Zielsprachen verwenden. Dies wurde am Beispiel von C und
Assembler untersucht.

Generierung von C-Kode

Um einen Nichtterminal-Knoten sh( Id, A, B, C) zu kompilieren, benotigen wir neben
dem Bezeichner Id und dem Atom A lediglich noch Bezeichner der Nachfolger-Knoten,

2\ergl. die SchluRbemerkungin 2.2.7
B Auf einer SUN-SPARC-2 unter Quintus-Prolog 3.0 konnen damit ungefahr 100.000 Knoten pro Sekunde
besucht werden.
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d.h. der Wurzeln von 5 und C. Aus diesen Informationen erzeugen wir eine der obi-
gen Prolog-Klausel funktional entsprechende C-Funktion (Anhang A.1 enthalt dazu ein
Beispiel).

Die Belegungen der aussagenlogischen Atome speichern wir in globalen Variablen. Dies
reicht aus, da “lokale” Belegungen indirekt uber den Laufzeit-Keller zuruckgewonnen
werden. Funktionsaufrufe in C sind jedoch bekanntermalien “teuer”, da u.a. lokale Vari-
ablen auf den Keller gebracht werden mussen. In unserem Fall genugt es allerdings, nur
die Rucksprungadresse auf dem Keller abzulegen, weshalb man einen hohen Durchsatz
erwarten durfte. Voraussetzung dabei ist, dal der verwendete C-Compiler eine solche
“stack frame-Optimierung” erlaubt.

Die experimentellen Ergebnisse konnten die Erwartungen nicht ganz erfullen. Zumeinen
lagen die Zeiten fiir die Ubersetzung des generierten C-Programms Uber denen fiir das
entsprechende Prolog-Programm, zum anderen waren die Laufzeiten fur die eigentliche
Beweissuche fast gleich. Die Ergebnisse sind in Tabelle 2.3 dargestellt.

Generierung von Assembler-Kode

Begibt man sich dagegen durch Generierung von Assembler-Kode noch eine Stufe tiefer
in Richtung Hardware, ergeben sich andere Resultate. Sehr kurze Ubersetzungszei-
ten, die durch die direkte Erzeugung von Maschinen-Kode nochmals reduziert werden
konnten, und eine Verkurzung der Laufzeit fur die Beweissuche etwa um den Faktor 30,
waren problemlos moglich.'* Die Arbeitsweise des generierten Assembler-Programms
entspricht, bis auf einige kleine Optimierungen, der des C-Programms. Im Anhang A.2
ist der generierte Assembler-Kode fur das Beispiel aus Abbildung 2.4 dargestellt.

2.4 CuTt-Shannon-Graphen

Eine charakteristische Eigenschaft von Shannon-Graphen, wie sie bisher definiert waren,
ist, dafd verschiedene Pfade 7; und 7, keine gemeinsamen Modelle haben (Satz 2.11, (E3)),
also — sofern sie konsistent sind — sich ausschlieRende Interpretationen darstellen. Dies
liegt daran, dal? bei der Suche nach Modellen in einem Shannon-Graphen & wir uns an
jedem Nichtterminal-Knoten entweder fur die Gultigkeit des zugehorigen Atoms A, oder
fur die Gultigkeit von — A entscheiden mussen. Wie kommt nun diese Struktur zustande?

Der Schlussel zur Beantwortung dieser Frage liegt bei der Behandlung der Disjunk-
tion. Eine Formel Av B wird mittels conv in einen Shannon-Graphen konvertiert, in-
dem zunachst A := conv(A) und B := conv(B) bestimmt werden und anschlieBend
alle 0-Knoten in A durch B ersetzt werden. Die potentiellen Modelle des so erhalte-
nen Shannon-Graphen A[%] sind durch dessen 1-Pfade gegeben. Wir erreichen einen

1-Knoten in A[%] entweder, indem wir einen 1-Knoten von A erreichen, oder, indem wir
uber einen 0-Knoten von A einen 1-Knoten von 5 erreichen. Formal ausgedruckt gilt

DNF1(A[£]) = DNF1(A) U DNFo(A)@DNF(B).

14AIIerdingswurden die Zeiten auf einer anderen Hardware, einem Intel i486, anstelle einer SUN-SPARC-2,
gemessen. Die GroRenordnung des Gewinns sollte jedoch in etwa gleich bleiben.
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Die o-Pfade in DNFq(.A) stellen gerade die potentiellen Modelle von —.A (Satz 2.11,
(E2) Dualitat), also auch von —A dar. Somit zerfallen die bei einer Shannon-Graph-
Traversierung betrachteten Modelle von Av B in zwei disjunkte Klassen: Solche, in
denen A gilt, und solche, in denen —AA B gilt.

Haufig ist diese Vorgehensweise gunstig. In einem spater noch naher prazisierten Sinn
entspricht die Behandlung der Disjunktion der Lemma-Regel

AVEB
Al -A
B

beim Tableaukalkul.1®

Andererseits gibt es Falle, bei denen die Behandlung der Disjunktion in der oben ge-
nannten Art und Weise keine Vorteile bringt. Anhand eines einfachen Beispiels soll dies
erlautert werden.*®

/\ 7

R
A

Abbildung 2.5: Shannon-Graph S vs. Shannon-Graph mit CuT S,

A

Beispiel 2.17

Abbildung 2.5 zeigt den Shannon-Graphen § = conv(aA—a V bA=b). Die Unerfullbarkeit
von S kann durch SchlieRen der drei 1-Pfade nachgewiesen werden. Gunstiger ist jedoch
die mit S\ bezeichnete Darstellung, bei der die Disjunktion durch den mit “!”” bezeichne-
ten “Cut-Knoten” aufgelost wird. Nun konnen die durch den Cut getrennten Falle wie
bei einem Tableau fur aA-a Vv bA-b unabhangig voneinander betrachtet werden, und es
genugt, zwei 1-Pfade abzuschlieRen.

¥1n [D’Agostino, 1992] werden die Vorteile der Lemma-Generierung aufgezeigt: D’Agostino gibt eine
Klasse von Problemen an, fr die die Lange der Beweise im Tableaukalkll ohne Lemma-Regel exponentiell
ist verglichen mit der Lange von Beweisen im Tableaukalk Ul mit Lemma-Regel; siehe auch 2.6.2.

Siehe [Posegga, 1992] flr eine Begriindung im Falle der Pradikatenlogik.
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Einanderes Beispiel, bei demsich die “Abtrennung” zweier sich gegenseitig ausschlie3en-
der Falle als vorteilhaft erweist, ist die Aquivalenz A — B. Analog zum Vorgehen beim
Tableaukalkul konnen durch Einfuhrung eines entsprechenden CuTt-Knotens die Falle
AAB und -AA- B getrennt behandelt werden.

Die Erweiterung um Cut-Knoten lafit sich problemlos in die Theorie der Shannon-
Graphen aufnehmen. Es wird sich zeigen, dal CuT-Shannon-Graphen als voll expan-
dierte Tableaux aufgefalit werden konnen, die man durch Anwendung einer bestimmten
Tableau-Konstruktionsregel R erhalt.

2.4.1 Cut-Shannon-Graphen vs. Tableaux

Definition 2.18 (Shannon-Formeln mit CuT, SH))
Wir erweitern die Menge aller Shannon-Formeln $H zur Menge der Shannon-Formeln mit Cut
SHi, wie folgt:

1) SHi>D SH
(2) Wenn Sp, S1 € SHy, danniist auch sh(!, So,S1) € SH..

Man konnte anstelle des Ausdrucks sh(!, A, B) mit dem dreistelligen sh-Junktor und
“I” auch die Disjunktion .AvB schreiben, oder einen zweistelligen Junktor sh'(A, B)
verwenden. Allerdings fugt sich die von uns gewahlte “uniforme” Schreibweise besser
ins Gesamtkonzept ein.!’

Wir mussen nun noch die in SH; neu hinzugekommenen Ausdrucke mit einer Semantik
versehen und die Definition von DNF; entsprechend erweitern, so dal3 wir auch Shannon-
Formeln mit CuT als disjunktive Normalform auffassen konnen.

Definition 2.19 (Semantik von CuTt-Shannon-Formeln, 1-Pfade in CuT-Shannon-For-
mein)
Far A, B € SH, definieren wir

val(sh(1,A,B)) = wval(AVB)
Wir erweitern die Definition der 1-Pfade auf Shannon-Formeln mit CuT, wie folgt
DNF(sh(!,A,B)) := DNF;(A)UDNF{(B)
Wie man leicht nachpruft, gilt Eigenschaft (E1): & < DNFy(S) auch fur Shannon-

Formeln mit Cut. Die Vereinigung der beiden disjunktiven Normalformen DNF(.4) und
DNF1(B) entspricht gerade der Disjunktion aller 1-Pfade aus DNF;(.A) und DNF4(5).

Fur CuTt-Shannon-Formeln gelten jedoch einige andere Aussagen uber Shannon-Formeln
aus SH nicht mehr. Insbesondere die Rechenregel zur Negations-Elimination

—-sh(A, B,C) & sh(A,-B,-(C)

YEine andere Deutung des CuT erhalt man, wenn man diesen mit einem sonst in der Formel nirgends
auftauchenden Atom identifiziert. Die entsprechende Konvertierungsfunktion vorausgesetzt, erhalt man so
zu einer gegebenen Formel F' zwar eine erfullbarkeitsaquivalente, jedoch keine logisch aquivalente Shannon-
Formel F (siehe [Posegga, 1992]).
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aus Lemma 2.5 ist nicht mehr gultig; denn
=sh(l, B,C) < —~(BVC) & sh(l,-~B,-(C)

Als Folge hiervon gelten sowohl die Kompositionsregeln, die von der Negations-El-
imination Gebrauch machen: (REP-), (REP—), (REP-), als auch die Eigenschaften (E2)
(Dualitat) und (E3) (Pfad-Eindeutigkeit), fur Shannon-Graphen mit CuT ebenfalls nicht
mehr.18

Dagegen bleibt die Distributivitat sh(!, B,C)o D < sh(l,Bo D,C o D) aus Lemma 2.5
fur o € {A,V} auch fur Cut-Shannon-Graphen gultig. Daraus folgt, wie man durch
Induktion leicht nachpruft, daB auch die Kompositionsregeln (REP,), (REP,) weiterhin
gelten.

Um eine beliebige Formel in eine logisch aquivalente Formel aus SH, zu transformieren,
mussen wir also die Negation auf andere Weise eliminieren. Dies erreichen wir durch
Bildung einer Negations-Normalform mit Hilfe der bekannten Umformungsregeln wie
etwa der Regeln von de Morgan. Diese Umformungen lassen sich wie nachfolgend gezeigt
in die entsprechende Konvertierungsfunktion integrieren.

Eine Disjunktion kann nun auf zwei verschiedene Arten aufgelost werden: Einerseits
mit der Ersetzungsregel

0
(REPy) 1 AVB & A[E]
oder, analog zur Verzweigung der 3-Regel im Tableaukalkul, durch den neu eingefuhrten

Cut
AVB < sh(l, A, B)

Wenn wir uns entscheiden, Disjunktionen immer in letzterer Form zu behandeln, dann
erhalten wir Shannon-Graphen, die, wie sich zeigen wird, als Tableaux aufgefaldt werden
konnen. Die Funktion convr,;, : For—SH, leistet das Gewunschte:1?

Definition 2.20

sh(A,0,1) wenn F' = A, A € Forag

sh(A,1,0) wenn F' = - A, A € Forat

conVrap( A) wenn F = =—A

CONV7gp(~AV-B) wenn F' = —~(AAB)
conVyay(F) = CONV7gp (" AAN-D) wenn F' = —~(AvVB)

CONV7gp(A < = B) wenn }' = —(A < B)

Coan“b(A)[Wab(B)] wenn I = AAB

sh(!, convr,p(A), convr,y(B)) wenn F' = AVB

sh(!, convra( AAB), convygy(—AA=B)) wenn F' = A «— B

Man beachte, dal nunmehr 0-Knoten wahrend der Konvertierung nicht mehr ersetzt
werden. Um die Beziehung zwischen convr,,(F) und dem zugehorigen Tableau zu
verdeutlichen, betrachten wir die Darstellung von convr,,(aA(bVe)) als Binarbaum in
Abbildung 2.6.

¥Dijes ist der Grund, warum wir die Definition von 0-Pfaden nicht auf Shannon-Graphen mit CuT erweitert
haben.

¥Damit die Definition nicht zu unbersichtlich wird, wurden die Regeln fiir — weggelassen; sie kdnnen
auf naheliegende Weise hinzugefugt werden.
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1+a

Abbildung 2.6: Shannon-Graph S = convrg,(aA(bv—c)) und Tableau 7

Aus der Definition von convy,, folgt, dal? jeder Literal-Knoten sh( A, . ..,...) genaueinen
Nachfolger-Knoten 0 hat. Wir streichen diese 0 und erhalten so einen Knoten mit nur
einem Nachfolger. Die atomare Formel dieses Knotens versehen wir mit dem Vorzeichen
der verbleibenden Kante. Schreiben wir nun noch den Cut-Knoten als “gewohnliche”
Verzweigung, so ergibt sich der in Abbildung 2.6 dargestellte Shannon-Graph 7, der die
Struktur eines voll expandierten Tableaus besitzt2° Die 1-Knoten von 7 markieren dabei
das Ende der Tableau-Aste.

Als Nachweis, daR 7 auch als Tableau mit Hilfe der ublichen Tableauregeln konstruiert
werden kann, geben wir hierfur eine Tableau-Konstruktionsregel R an. Das Vorgehen
gemall R kann mit der Definition von convr,;, identifiziert werden. Daher sprechen wir
auch von der Tableau-Konstruktionsregel convr,; und nennen die damit konstruierten
Shannon-Graphen einfach Tableaux.

Definition 2.21 (Tableau-Konstruktionsregel R)
Tabg, (F) bezeichne das mit R konstruierte Tableau fur die Formel /'. Wir konstruieren Taby (F')
wie folgt

Wir ersetzen F durch F’, erweitern den Ast um Tabg (F”) und streichen anschlieBend F.
o I'=0

Wir ersetzen zunachst 3 durch die Verzweigung /31| ,. Nach Konstruktion von Tabp (1)
unterhalb von 3; streichen wir 3;. Anschlieend verfahren wir ebenso mit 3,.

o F=u

Wir ersetzen o durch 7* und erweitern diesen Ast mit Tabp (1) a1 wird gestrichen. An
das Ende jeden Astes aus Tabg, (a1) schreiben wir Tabg (a2) und streichen anschlieRend
Q.

2Dije Ubliche Tableau-Notation erhalt man durch Weglassen des Vorzeichens “+” und Ersetzen von “-”
durch “=".
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o = Aoder I' = - A, wobei A atomar ist
Wir lassen F stehen.

Betrachtet man die Definition von convr,,, SO kann man unschwer mit jedem darin
auftauchenden Fall die zugehorige Tableau-Regel assoziieren.

1
Conv T (B)

rung der Aste von Tabg (A) mit Tabp (B) und der Disjunktionsauflésung mit CuT-Knoten
die Verzweigung gemaR der 5-Regel im Tableaukalkul.

Insbesondere entspricht der Konjunktionsauflosung convrq,( A)| ] die Erweite-

2.4.2 Shannon-Graphen ohne CuT vs. Tableaux mit Lemmata

Im vorigen Abschnitt haben wir gezeigt, dal3 mittels convr,; konstruierte CuT-Shannon-
Graphen strukturell voll expandierten Tableaux entsprechen. Wie hangen nun aber
Shannon-Graphenaus SH, d.h. ohne CuT, die wir mit conv aus Abschnitt 2.2.6 konstruiert
haben, und Tableaux zusammen? Insbesondere die Dualitatseigenschaft (E2) aus Satz 2.11,
die besagt, dal3 ein Shannon-Graph F auch Gegenmodelle einer Formel I’ in Form
der konsistenten Pfade zu 0-Knoten darstellt, ist bei Tableaux, allein schon wegen der
fehlenden 0-Knoten, nicht gegeben.

Wie sich zeigen wird, entsprechen den 1-Pfaden eines Shannon-Graphen ohne CuT die
Aste eines voll expandierten Tableaus mit Lemmata, d.h. wahrend der Beweissuche wer-
den in beiden Fallen dieselben partiellen Modelle betrachtet?! Die Rolle der o-Pfade in
einem Shannon-Graphen ubernehmen im Tableau gerade die Lemmata.

Um diesen Zusammenhang zu untersuchen, benotigen wir eine einfache Notation fur
voll expandierte Tableaux. Da CuT-Shannon-Graphen als Tableaux gedeutet werden
konnen, liegt es nahe diesen Formalismus beizubehalten und Tableaux mit Lemmata als
Curt-Shannon-Graphen darzustellen.

Nachfolgend definierte Funktion convry, : For—SH, (convert fur Tableaux mit Lemmata)
liefert einen CuT-Shannon-Graphen, der strukturell einem voll expandierten Tableau 7
entspricht. Dabei kann 7 unter ausschlief}licher Verwendung der ublichen Tableau-
Regeln und, anstelle der 3-Regel fur Av B, mit Hilfe der Lemma-Regel

AVEB

—“AANB | A

erzeugt werden.?? Die zugehorige Tableau-Konstruktionsregel erhalt man durch eine
naheliegende Modifikation der Definition 2.21 von R. Wir sprechen deshalb auch vom
Tableau (mit Lemmata) convrr(F).

Definition 2.22
convyy, : For—SH, ist definiert wie convr,, bis auf die Auflosung der Disjunktion, die analog
zur Lemma-Regel des Tableaukalkuls definiert wird:

convyr(AVB) = sh(!, convrr,(~AAB), convrr(A))

2 [Posegga, 1992] wurde bereits gezeigt, daR die Anzahl der 1-Pfade eines Shannon-Graphen mit der
Anzahl der Aste eines voll expandierten Tableaus mit Lemmata Ubereinstimmt.

22Um den nachfolgenden Vergleich zu Shannon-Graphen zu erleichtern, ist die Anordnung der Aste ~AAB
und A, gegenuber der sonst bei Tableaux Ublichen vertauscht, d.h. wir betrachten zunachst das Lemma — A.
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Das mit convry, konstruierte Tableau mit Lemmata enthalt die gleiche Menge von 1-
Pfaden wie der mit conv gebildete Shannon-Graph ohne CuT. Dies ist die Aussage des
folgenden Satzes. Allerdings unterscheiden sich beide, wie wir noch sehen werden, in
ihrer Struktur.

Satz 2.23 (Shannon-Graphen vs. Tableaux mit Lemmata)
Sei F' eine aussagenlogische Formel uber der Basis {-, A, V}, § = conv(F) ein Shannon-
Graph ohne CuT, 7 = convy(F') ein Tableau mit Lemmata, dann gilt

DNF;(S) = DNFy(7).

Beispiel 2.24
Wir wollen zunachst die Konstruktion mittels convz;, fur die Formel F := (aAbAc)Vd
skizzieren. Die Schreibweise

convrr(3)
convr (1) | convrr(fz)

bedeutet, daB wir, um das Tableau fur 5 zu bestimmen, $ durch eine Verzweigung und
die Tableaux fur 51 und 3, ersetzen. Zur Vereinfachung betrachten wir nur die Auflosung
der Disjunktionen:
convrr((aAbAc)Vd)
convyr(—aV—bV-e) | convrr(aAbAc)
COHVTL(d)

mit Hilfe der Lemma-Regel und dem Lemma —aV-bV-ec.

convyr(—aV—bV-c)
COﬂVTL(a) COHVTL(—MZ)
convyr(—bv-ie)

mit Lemma «; schlie8lich noch:

convyr(—bv-ie)
COﬂVTL(b) COHVTL(—J))
COﬂVTL(—!C)

Abbildung 2.7 zeigt den Shannon-Graphen § := conv((aAbAc)Vd) und das mit convyy,
konstruierte Tableau mit Lemmata 7 := convyr((aAbAc)Vd). Zwar sind die Mengen der
1-Pfade fur beide Darstellungen gleich, jedoch erweist sich die Shannon-Graph-Struktur
als kompakter:

Zum einen kann § mit nur vier Nichtterminal-Knoten als DAG dargestellt werden, was
bei 7 nicht moglich ist; zum anderen konnen wir S disjunktiv mit einem weiteren
Shannon-Graphen &’ verknupfen S[%], wobei wir das “Lemma” —§ in Form der o-Pfade
bereits zur Verfugung haben.
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+1 +a
+1 +a -1 — +2 +b
+4 —I—d +3 +¢
-3 —c +4 —I—d
DNF1(S) = DNF(7) =
+4 +d

{{a,b,c}, {a,b,~ec,d}, {a,—b,d}, {-a,d}}

®

7

Abbildung 2.7: Shannon-Graph S vs. Tableau mit Lemmata 7

BEWEIs (Satz 2.23)

Um den Beweis moglichst einfach zu gestalten, verwenden wir eine alternative For-
mulierung fur conv aus Definition 2.13, bei der wir die Negation nicht mittels (REP.)
auflosen, sondern wie im Falle von convrg, “nach innen ziehen”. Die so definierte Funk-
tion conv’ liefert fur Formeln uber —, A, v exakt die gleichen Shannon-Formeln wie die
ursprunglichen Definition von conv.?3

Die genannte Formulierung vorausgesetzt, erhalten wir Definitionen von conv und
convrep, die sich strukturell nur in der Behandlung der Disjunktion unterscheiden. Wir
zeigen nun die Behauptung durch Induktion uber den Formelaufbau von F’, wobei wir
annehmen, daR diese bereits fur die direkten Unterformeln von F und deren Negationen
gezeigt wurde:

F € Forpg : Die Definitionen von conv und convry, sind fur atomare Formeln identisch.

F ist zusammengesetzt : Dasich die Definitionenvon convund conory nurfur F = AvVB
unterscheiden, ist fur alle anderen Falle die Induktion bereits abgeschlossen.

Sei nun also F' = AV B und die Behauptung fur A und B bereits gezeigt. Es folgt

DNFy(conv(AVB)) (2.1)
= DNFy(conV(4)[onyizy)) (2.2)

Z\Wir nehmen an, dak — und «— bereits nach den Ublichen Regeln aufgel6st wurden.
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= DNFy(conv(A4)) U DNFg(conv( A))®@DNFy(conv(B)) (2.3)
DNF1(conv(A)) U DNFy(conv(—A4))@DNF1(conv(B)) (2.4)
DNFq(convrr,(A)) UDNFy(convrr(—A))®DNF(convyr(B))  (2.5)
DNF1(convrr(A)) U DNFy(convrr(—mAADB)) (2.6)

= DNFy(sh(!, convrr(-AAB), convrp(A))) 2.7

= DNFy(convrr(AVEB)) (2.8)

(2.2) und (2.3) ergeben sich direkt aus den Definitionen von conv, DNF; bzw. DNFg und
der Definition der Blatt-Substitution A[%].

(2.4) gilt wegen der leicht zu zeigenden Eigenschaft von conv: conv(—A4) = conv(A)[%, %].

In (2.5) geht die Induktionshypothese ein, wahrend (2.6) bis (2.8) wieder unmittelbar auf
die jeweiligen Definitionen zuruckzufuhren sind.

Da wir in der Induktionsannahme vorausgesetzt hatten, dal die Behauptung fur alle
direkten Unterformeln und deren Negation bereits bewiesen wurde, mussen wir nun
noch zeigen, daf die Behauptung auch fur die Negation -( AV B) von F’ gilt. Da sowohl
conv als auch convry, die Definition von —(Av B) auf ~AA—-B zuruckfuhren, “tragt” hier

wieder die Induktionsvoraussetzung, und wir sind fertig. -

2.4.3 Implementierung von CuT-Shannon-Graphen

Die Beweisprozedur aus Abbildung 2.2 fur Shannon-Graphen ohne CuT muf3 um die
Behandlung von CuTt-Knoten erweitert werden. Aus Definition 2.19 (DNF1(sh(!,B,C))
erkennt man unmittelbar, was zu tun ist: An einem CuT-Knoten erweitern wir den
aktuellen Pfad 7 nicht, sondern geben einfach die Disjunktion der 1-Pfade von 5 und C
zuruck.

Abbildung 2.8 zeigt die so erweiterte Beweisprozedur. Dabei ist conv eine Variante
von conv, die CuT-Shannon-Graphen konstruiert. Im nachsten Abschnitt werden wir
verschieden Varianten untersuchen.

Die Kodegenerierung fur Cut-Shannon-Graphen gestaltet sich ebenfalls recht einfach.
Bei der Ubersetzung eines CuT-Knotens

sh(1d,! sh(Idy,...),sh(1Id,...))
generieren wir eine Prolog-Klausel

node(/d, 7) :- node(ldp, )
; node( 1dy, 7).

die ihre Nachfolger-Klauseln mit unverandertem Pfad = aufruft. Bis auf diesen zusatz-
lichen Fall andert sich die Implementierung des Beweisverfahrens nicht. Da wir mittels
convy,, “gewohnliche” Tableaux erzeugen konnen, haben wir damit “ganz nebenbei”
eine Implementierung eines Tableau-Beweisers geschaffen, die auf der beschriebenen
Ubersetzungstechnik basiert.
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Algorithmus 2

S = conv( F);
DNF{"(8) := satisfy,(S,{}).

functi on satisfy,(A, 7)
case A of
o:return<{}
1 return {r}
sh(At,B,C):if -At € 7 return satisfy,(B, )
el se if At € mreturn satisfy,(C, 7)
el se ret urn satisfy, (B, {~At} U ) U satisfy,(C, { At} U T)
sh(1,B,C): return satisfy,(B, ) U satisfy,(C, 7)

Abbildung 2.8: Die aussagenlogische Beweisprozedur fur Cut-Shannon-Graphen

2.5 Varianten beim Graphaufbau mit conv

Im folgenden untersuchen wir verschiedene Varianten der Funktionen conv und convr;.
Bisher haben wir nicht von der Tatsache Gebrauch gemacht, dal? eine Konjunktion von
Shannon-Graphen auf zweierlei Arten aufgelost werden kann:

Al%]
ANB & { 0
B[4l
Bei den Definitionen von conv und convr,;, hatten wir uns willkurlich aqu[%] festgelegt.

Entsprechendes galt fur die Disjunktion bei conv.

Nach Satz 2.16 ist die GroR3e beider Reprasentationen in Graph-Darstellung zwar gleich,
d.h. |A[%]| = |B[71(]|, dies gilt jedoch nicht fur die GroRRe der durch sie reprasentierten
Binarbaume.

Wir bezeichnen im folgenden mit #; S die Anzahl aller 1-Knoten einer Darstellung von §
als Binarbaum, entsprechend ist #S erklart. Offensichtlich gilt?*

IDNFy(S)] < #18

IDNFo(S)| < #08
Da DNF4(S) die maximale Anzahl der zu untersuchenden Modelle darstellt, scheint es

sinnvoll, #1S moglichst klein zu halten. Fur die Auflosung der Konjunktion AA B mittels
A[L] gilt
B

Z"Wenn man Pfade als Folgen und nicht, wie in unserem Fall, als Mengen definiert, steht hier die Gleichheit.
So aber konnen verschiedene inkonsistente “Wege” (Pfade im Ublichen Sinne) die gleiche Mengendarstellung
haben und in DNF4 bzw. DNFq “zusammenfallen”.
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#1./4[%] = #A-#.B

#0,4[%] = HuA+ #A - HB

Ersetzt man AAB jedoch durch B[], so erhalt man eine andere Anzahl von o-Knoten,
wahrend die Anzahl der 1-Knoten gleich bleibt. Werden in einem weiteren Schritt, etwa
bei der Auflosung der Disjunktion, diese 0-Knoten ersetzt, so hat dies EinfluR auf die
Zahl der sich letztendlich ergebenden 1-Pfade.

Wir konnen also eine Heuristik einsetzen, die die “bessere” (sprich: kleinere) der Alter-
nativen A[] und B[] auswahlt. Dabei wirkt diese jedoch nur lokal, d.h. es ist nicht
garantiert, da3 der so erhaltene Baum minimal in der Anzahl der 1-Blatter ist.

Durch das unterschiedliche “Zusammenhangen” der Shannon-Graphen verandern wir
aber nicht nur die GroRe des Beweissuchraumes, sondern auch die Anordnung der
Literale auf den Pfaden, was sich sowohl gunstig als auch ungunstig auswirken kann.
Tatsachlich hat die Reihenfolge, in der man die verschiedenen Literale untersucht, wie
dies auch aus anderen Beweisverfahren bekannt ist,?® einen erheblichen EinfluR auf die
Beweislange.

Wir sollten also nicht zuviel von solchen Heuristiken erwarten. Andererseits mussen
wir uns, ob wir wollen oder nicht, fur eine der jeweils moglichen Kompositionsvarianten
entscheiden.

Wir betrachten der Einfachheit halber nur den Fall, daR wir die Konjunktion AAB auflosen
mussen. Im einzelnen wurden folgende Varianten untersucht:

e Conv

Dies ist die in Definition 2.13 beschriebene Variante. Wir wahlen immer A[%].

® CONVpinlst

Wie conv, aulRer wenn
#oB + #18 < #o A + #H A

dann wahlen wir 8[71(]. Wir untersuchen also die “einfachere” Formel zuerst.
® CONVpyin
Wie conv, aul3er wenn

1
A

1

#oB[ 1

1 1
# < #HoA|=| + # A=
I+ #B[ ] < #oAlp] +#1Al 4]
dann wahlen wir B[4]. Wir wahlen damit diejenige Komposition, die (lokal) den
kleineren Ergebnisbaum erzeugt.

® CONUTp

Konstruiert wird ein Tableau, wir wahlen immer A[%].

Zsiehe [Harche et al., 1991]
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® CONVy_min

Wie convpgy, auller wenn
#18B < #,.A

dann konstruieren wir 8[71(]. Wie bei conv,,;,15: Wird dadurch zuerst der “einfa-
chere Fall”” betrachtet.

® convyg

Die zugrunde liegende Heuristik ist hier etwas komplizierter: Wir versuchen wie-
der einen moglichst kleinen Shannon-Graphen zu konstruieren, berucksichtigen
aber jetzt die nachfolgende Operation, fur die dieser Shannon-Graph benotigt
wird. Wenn wir etwa eine Disjunktion convyi(A)Veonvyi(B) auflosen wollen,
so erscheint es gunstig, vorab die Anzahl der 0-Knoten in .4 und B zu minimieren,
wahrend im Falle der Konjunktion das Minimierungskriterium durch die Anzahl
der 1-Knoten gegeben ist. Wir betreiben also eine Art 1-Vorausschau und geben
den Aufrufen von convr1(A) und convri(B) das entsprechende Minimierungkrite-
rium vor. AuBerdem wird die Disjunktion entweder durch Ersetzung der o-Blatter,
oder durch Einfuhrung eines CuT-Knotens aufgelost, je nachdem, welche Option
gunstiger erscheint.

Obwohl die vorgeschlagenen Heuristiken kein optimales Ergebnis garantieren, hat sich
doch gezeigt, daR damit haufig Verbesserungen moglich sind. Der Aufwand zur Berech-
nung der jeweils benadtigten Information ist minimal und spielt fur die Laufzeit praktisch
keine Rolle. Die Ergebnisse fur die verschiedenen Varianten sind im nachsten Abschnitt
aufgefuhrt.

2.6 Testergebnisse des aussagenlogischen Beweisers

2.6.1 Pelletiers Testprobleme

Tabelle 2.1 zeigt Ergebnisse der Beweislaufe fur die aussagenlogischen Probleme pell-
pel17 aus [Pelletier, 1986]. Fiir diese einfachen Probleme machten die Ubersetzungszeiten
von Quintus-Prolog, die zwischen 200-780 ms lagen, den Hauptanteil der Gesamtlaufzeit
aus. Die Dauer der eigentlichen Beweissuche konnte dagegen nicht gemessen werden,
da sie unterhalb der Mel3genauigkeit von Quintus-Prolog (~ 17 ms) lag.

Was die Anzahl der geschlossenen Pfade anbetrifft, so hat fur diese Probleme keine der
Varianten conv,,;,, convinist, convry Schlechter abgeschnitten als die “Urversion” conv.
Nur bei den Problemen pel5, pel8, pel14 und pel17 wirkten sich die Heuristiken uberhaupt,
dann aber gunstig, auf die GroRRe des potentiellen Suchraumes #,S aus. Entsprechend
war die Anzahl der geschlossenen Pfade geringer. Auffallig dabei ist, dal convry z.B. bei
pell4 zwar die wenigsten geschlossenen Pfade hat, hierzu jedoch mehr Knoten besuchen
mufd als conv, conv,,;.,, conv,:n1s, d.h. die untersuchten Modelle sind im Durchschnitt
grofRer. Hierfur sind die von der Heuristik zusatzlich “eingestreuten” CuT-Knoten ver-
antwortlich.

Ebenfalls bewahrt hat sich conv, ..;,. Bei dieser Tableau-Variante ist die Anzahl der
1-Pfade #,S zwar grundsatzlich gleich der Anzahl der 1-Pfade von convr,; (es handelt
sich bei beiden um voll expandierte Tableaux), jedoch ist die Anzahl der geschlossenen
Pfade gelegentlich und die Anzahl der besuchten Knoten haufig geringer.
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Problem || |S| #S Geschlossene Pfade Besuchte Knoten
s1|s2[s3[s4[tl[t2][sl[s2[s3[s4|[tl |2 [sl[s2[s3[s4]tl]t2
pell 6 41 4| 4| 4| 4| 4 4| 4| 4| 4 41 4 7 7 7 8 9 8
pel2 3 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 3 3 3| 4| 4] 4
pel3 4 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 3 3 3 3 3 3
pel4 6 41 4| 4| 4| 4| 4 4| 4| 4| 4 41 4 7 7 7 8 9 8
pel5 7 5 3 3 3 3 3 5 3 3 3 3 3|11 | 6 6 7110 7
pel6 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2
pel7 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2
pel8 4 3 2 2 2 2 2 3 2 2 2 2 2 6 | 4 4 3 5 3
pel9 8| 16 | 16 | 16 | 16 | 16 | 16 7 6 7 7 9 8 (10| 9 |10 |10 |16 |14
pell0 11 || 24 |24 |24 |24 |24 |24 |10 | 8 8 8 |11 8 || 17 |13 (13 |16 |23 |18
pelll 3 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 3 3 3 4|1 4| 4
pell2 19|/ 32|32 (32 (3232|3224 |24 |24 |24 |24 |24 |31 |31 (31 |60 |64 |60
pell3 11| 14 |14 |14 |12 |12 |12 || 10 |10 |10 | 9 9 9 ||[15 |16 (16 |18 |18 |18
pell4 11| 14 |14 |14 {12 |12 |12 || 10 |10 |10 | 9 |10 |10 |14 |14 |14 |19 |22 |22
pell5 6 41 4| 4| 4| 4| 4 4| 4| 4| 4 4| 4 7 7 7 8 9 8
pell6 4 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 3 3 3 3 3 3
pell7 16 || 34 | 30 |30 |24 |24 |24 || 20 |17 |17 |14 |14 |14 |30 |27 |26 |26 |30 |26

|S| = Anzahl der Nichtterminal-Knoten des Shannon-Graphen
sl,...,s4 = Varianten conv, CONV,in, CONVypninist, CONVL1
t1,t2 = Varianten conVras, CONVa_min

Tabelle 2.1: Vergleich verschiedener conv-Varianten

2.6.2 Probleme nach D’Agostino

D’Agostino beschreibt in [D’Agostino, 1990] eine Klasse von Problemen, die fur Tableau-
Beweiser ohne Lemma-Generierung sehr schwierig zu beweisen sind. Er zeigt, dal
bei Verwendung der Standard-Tableauregeln die Beweise exponentiell in der Lange der
Ausgangsformel sind.

D’Agostino hat einen Tableaukalkul KE vorgeschlagen ([D’Agostino, 1992]), der auf dem
sogenannten Principle of Bivalence beruht und eine Lemma-Generierung “automatisch”
beinhaltet. Mit diesem Kalkul sind, wie auch beim Tableau mit Lemmata, die Beweise
dieser Probleme wesentlich kurzer. Wie in Abschnitt 2.4.2 gezeigt, entsprechen die von
Shannon-Graphen (ohne CurT) reprasentierten partiellen Modelle denen eines Tableaus
mit Lemmata.

Die in Tabelle 2.6.2 aufgefuhrten Ergebnisse bestatigen diesen Zusammenhang: conv
ist dem Tableau ohne Lemmata convr,;, deutlich Uberlegen. conuv,,;,, conv,in1s, convy
brachten keine weiteren Verbesserungen gegenuber conv, die Beweise waren teilweise
sogar geringfugig langer. conv,_,.;, benotigte exakt die gleiche Anzahl von Inferenzen
(besuchte Knoten, geschlossene Pfade) wie convr,y.

2.6.3 Laufzeitvergleich fur verschiedene Zielsprachen

In Tabelle 2.3 sind die Ergebnisse fur die als schwierig bekannten Pigeon-Hole Formeln fur
die Zielsprachen Prolog, C und 8086-Assembler vergleichend dargestellt. Im Gegensatz
zu den Problemen von D’Agostino, bei denen die Vorverarbeitungszeit dominierend war,
gibt hier die Beweissuche den entscheidenden Ausschlag.
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Problem || |S] #S conv CONVT4p
GP | BK VV | BS GP BK \AY/ BS

ago2 8 16 6 9 316 | o 9 16 316 0
ago3 || 24 6561 || 24| 31| 616 | O 341 510 766 0
agod || 64| 4,3-109| 80| 95| 1.416 | 0 | 594.853 | 793.136 | 1.750 | 6.967
ago5 || 160 | 2,3-10% || 240 | 271 | 3517 | O ? ? | 4.346 ?
ago6 || 384 | 6,3-10% || 672 | 735 | 8.133 | 0 ? ? | 10.051 ?

|S| = Anzahl der Nichtterminal-Knoten des Shannon-Graphen

GP = Anzahl der geschlossenen Pfade

BK = Anzahl der besuchten Knoten

VV = Laufzeit in ms fur die Vorverarbeitung (inkl. Kompilierung durch Quintus-Prolog)

BS = Laufzeit in ms flr die Beweissuche

“?” = Beweisversuch nach 30 min abgebrochen

T Zeit lag unterhalb der Mef3genauigkeit von Quintus-Prolog (17 ms)

Tabelle 2.2: D’Agostinos Probleme

Die Formel Pigeon-n kann als folgende unerfullbare Aussage interpretiert werden :

“n Tauben konnen so auf n-1 Locher verteilt werden, daf3 in jedem Loch genau
eine Taube sitzt.”

Zur Formulierung dieser Aussage werden n - (n — 1) aussagenlogische Atome benatigt.
Die Lange der Formel, gemessen in Anzahl der Auftreten von Atomen, ist gleich der
Anzahl |§| der Nichtterminal-Knoten der Shannon-Graph-Darstellung.

Die Varianten convy,, und conv,_.;, Verhielten sich gleich und benotigten wesentlich
langere Beweise (1.038.336 geschlossene Pfade fur pig4) als die abgebildete Variante

CONVminlst-

C scheint als Zielsprache fur die Kompilierung von Shannon-Graphen weniger geeignet.
Der gegenuber Prolog hohere Aufwand zum Ubersetzen des Programms wiegt bei vielen
Beispielen schwerer als der Vorteil, der sich durch die geringfugig kurzere Laufzeit der
Beweissuche ergibt. Beste Ergebnisse werden naturlich mit Assembler als Zielsprache
erreicht. Die angegebenen Zeiten fur die Vorverarbeitung, die zum grof3ten Teil in Prolog
stattfindet, konnen durch die direkte Erzeugung von Maschinen-Kode weiter drastisch
verringert werden.

2.6.4 Fazit

Die vorgestellten Heuristiken haben sich im grof3en und ganzen bewahrt. Bei den eigent-
lichen Shannon-Graph Varianten erwiesen sich conv,,;,15, Und convry im Durchschnitt
als die beste Wahl. Die mit conv,_.;, konstruierten Tableaux wiederum waren haufig
geeigneter als die von convy,;, erzeugten. Allerdings berucksichtigt keine der vorgestell-
ten Heuristiken die Reihenfolge der besuchten Literale, wodurch ihre Leistungsfahigkeit
eingeschrankt wird. Mogliche Verbesserungen des Verfahrens mussen an dieser Stelle
ansetzen, etwa durch die Vorgabe einer Ordnung auf den Literalen, wie sie auch bei
BDDs verwendet wird.
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Problem || |S] #S Geschl. | Besuchte Prolog? [ Assembler”

Pfade Knoten \AY BS \AY BS vV BS
pig2 4 2 2 4 100 *0 347 0 117 0
pig3 18 512 37 61 400 0 463 0 563 0
pig4 48 | 2,1-107 644 883 916 0 || 1.190 0 947 0
pig5 100 | 1,1-10% 7.351 9.678 || 1.883 83 || 3.190 60 || 1.700 0
pig6 180 | 5,9-10% 124.265 156.757 || 3.349 1.717 || 5.593 1.170 || 2.787 110
pig7 294 | 2,4-10% || 2.414.873 | 2.961.696 || 5.433 | 28.733 || 9.953 | 22.250 || 4.377 | 1.040

|§| = Anzahl der Nichtterminal-Knoten des Shannon-Graphen
VV = Laufzeit in ms fir die Vorverarbeitung (inkl. Kompilierung bzw. Assemblierung)
BS = Laufzeit in ms flr die Beweissuche

' Quintus-Prolog 3.0 auf SUN-SPARC-2

! Unix cc auf SUN-SPARC-2

* 8086-Assembler-Kode auf Intel i486 40 MHz

* Zeit lag unterhalb der MelRgenauigkeit (17 ms)

Tabelle 2.3: Vergleich von Laufzeiten fur Pigeon-Hole Formeln

Durch die Verwendung der beschriebenen Ubersetzungsstechnik erzielen wir einen er-
heblichen Geschwindigkeitsgewinn bei der eigentlichen Beweissuche. Dafur mussen
wir, insbesondere bei “leichten” Problemen, vergleichsweise lange Gesamtlaufzeiten
in Kauf nehmen. Beispielsweise ist der Beweis fur die Formel ago6 aus D’Agostinos
Problemklasse sehr kurz im Vergleich zur Lange der Formel (672 geschlossene Pfade
gegenuber 384 Literalen der Ausgangsformel). Die Kompilierung des generierten Pro-
grammes ist in diesem Fall aber mit hohem Zeitaufwand verbunden. Dies ist jedoch kein
prinzipieller Nachteil des Verfahrens: Wahrend die Konvertierung einer Formel in einen
Shannon-Graphen bereits mit Prolog extrem effizient realisiert werden kann 2 ist auch
der Aufwand fur die Kodegenerierung und eine sich eventuell anschlieRende Kompi-
lierung linear in der Lange der Eingabeformel. Hier konnen durch Verwendung einer
spezialisierten Zielsprache oder einer maschinennahen Sprache die relativ hohen Kosten
fur die Kompilierung von Prolog- bzw. C-Programmkode eingespart werden.

Durch die Wahl einer maschinennahen Zielsprache erreichen wir zusatzlich eine deut-
liche, wenn auch lineare, Verkurzung der Laufzeiten. Der Implementierungsaufwand
Programmkode fur verschiedene Sprachen zu erzeugen ist gering, da hierzu nur ein
Modul der bestehenden Implementierung angepafldt werden muf3.

2 Auf einer SUN-SPARC-2 mit Quintus-Prolog 3.0 bendtigt die Konstruktion des Shannon-Graphen fir eine
Formel mit 10.000 Literalen etwa 400 ms.



Kapitel 3

Pradikatenlogische
Shannon-Graphen

3.1 Einleitung

Im Rahmen des automatischen Beweisens liegt die Problemstellung haufig in folgen-
der Form vor: Man mochte wissen, ob ein gegebener Satz! Th (Theorem) aus ei-
ner endlichen Mengen von Satzen Az, ..., Az, (Axiome) logisch folgt, das heil3t, ob
{Az1,..., Az, } = Th gilt. Dieses Problem lat sich auf den Nachweis der Unerfullbar-
keit des Satzes 5 = AziA ... AAzx,A—=Th reduzieren. Deshalb konnen wir im folgenden
unser Bemuhen darauf beschranken, einen gegebenen Satz S zu widerlegen.

Wahrend im aussagenlogischen Fall algorithmisch entschieden werden kann, ob eine
Formel unerfullbar ist, mussen wir uns in der Pradikatenlogik mit einem “Semi-Ent-
scheidungsverfahren” begnugen: Die Menge der unerfullbaren Formeln der Pradikaten-
logik ist (wie auch die Menge der allgemeingultigen Formeln) rekursiv aufzahlbar, aber
nicht entscheidbar. Ein vollstandiges Beweisverfahren vorausgesetzt, konnen wir also
zumindest den Nachweis fur die Unerfullbarkeit einer Formel erbringen.

Zunachst beschaftigen wir uns in Abschnitt 3.3 mit der Vorverarbeitung von pradikaten-
logischen Satzen. Wir richten unser Augenmerk dabei besonders auf die im Rahmen der
Vorverarbeitung notwendige Skolemisierung und zeigen exemplarisch, dal3 die in der
Literatur haufig verwendete, hier - genannte Skolemisierung fur unsere Zwecke weniger
geeignet ist als die Skolemisierung = nach [Andrews, 1986].

Abschnitt 3.4 beschreibt einen einfachen Ansatz, wie man die aussagenlogische Beweis-
prozedur aus Kapitel 2 auf die Pradikatenlogik erweitern kann? Dazu wird in einem
ersten Schritt die Ausgangsformel in eine erfullbarkeitsaquivalente, quantorenfreie For-
mel uberfuhrt, die dann ihrerseits mittels der aussagenlogischen conv-Funktion in ei-
nen Shannon-Graphen konvertiert werden kann. Gelingt es, die freien Variablen des
Shannon-Graphen so zu instantiieren, daf alle 1-Pfade geschlossen sind, so ist die Formel
widerlegt. Anderfalls muf3 man sich durch eine sogenannte maximale Erweiterung weitere

Eine Formel, die keine freien Variablenenthalt, bezeichnet man Ublicherweise als geschlossene Formel. Um
Verwechslungen mit dem Begriff des geschlossenen, d.h. inkonsistenten Shannon-Graphen vorzubeugen,
nennen wir eine Formel, in der keine freien Variablen vorkommen, einen Satz.

2Dies ist der in [Posegga & Ludascher, 1992] beschriebene Ansatz.

36
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Instanzen des initialen Graphen mit neuen freien Variablen verschaffen und versuchen,
den erweiterten Graphen abzuschlieRen. Dieser Ansatz liefert fur nicht allzu schwierige
Probleme bereits brauchbare Resultate. Allerdings geht bei der Umformung in eine quan-
torenfreie Formel wichtige Information uber den Skopus von V-quantifizierten Formeln
verloren, was im allgemeinen den Suchaufwand unnotig vergroRert.

Die in Abschnitt 3.5 vorgestellte Beweisprozedur der selektiven Erweiterungen behebt diese
Schwache des ersten Ansatzes und stellt, was die Leistungsfahigkeit angeht, eine erheb-
liche Verbesserung gegenuber diesem dar. Anstatt jeden nicht geschlossenen 1-Pfad =
mit dem gesamten initialen Graphen zu erweitern, wahlen wir einen in = auftreten-
den sogenannten ~-Untergraphen G und erweitern diesen 1-Pfad selektiv mit G. Die
v-Untergraphen ubernehmen dabei eine ahnliche Funktion wie die y-Formeln im Ta-
bleaukalkul mit freien Variablen. Um den Nachweis der Korrektheit und Vollstandigkeit
des Verfahrens der selektiven Erweiterungen zu erbringen, benutzen wir Beweistechni-
ken, die ebenfalls aus dem Tableaukalkul mit freien Variablen bekannt sind.

Schlieflich beschreiben wir in Abschnitt 3.6 das prinzipielle Vorgehen, nach dem das
Verfahren der selektiven Erweiterungen implementiert wurde.

Bevor wir zur Tat schreiten, erlautern wir kurz die verwendete Notation.

3.2 \Vereinbarungen und Notationen

Wir erweitern die ubliche Definition der Sprache der Pradikatenlogik durch Hinzunahme
des dreistelligen Shannon-Junktors s/ und der beiden Atome 0 und 1 zur Sprache P. Die
Definition der Semantik von sh, bzw. 0 und 1 aus Kapitel 2 kann direkt fur P Gbernommen
werden.

P umfalt neben der Menge der Pradikatensymbole auch eine abzahlbar unendliche
Menge von Funktionssymbolen und die Menge der Variablen Var = {z1,22,...}. Mit
Term bezeichnen wir die Menge aller Terme.

Fur ein Tupel (z1,...,2,) von Variablen schreiben wir kurz z, analog ¢ fur ein Tupel
von Termen. Freie Variablen schreiben wir gelegentlich mit GroRBbuchstaben, um sie von
gebundenen Variablen abzuheben.

Forat, For und Forgy stehen jetzt fur die Menge der pradikatenlogischen Atome ohne
{0,1}, die Menge der wohlgeformten Formeln von P ohne Verwendung von sh, 0, 1,
bzw. die Menge aller wohlgeformten Formeln von P.

SH und SH, die Menge der Shannon-Formeln bzw. die Menge der CuTt-Shannon-
Formeln, sind wie in Kapitel 2, nun aber uber pradikatenlogischen Atomen definiert.
Aus dem Zusammenhang ist eindeutig zu entnehmen, ob es sich bei den bezeichne-
ten Formelmengen um aussagenlogische oder pradikatenlogische handelt, so daR keine
Verwechslungsgefahr bestehen durfte.

Im ubrigen bleiben die Rechenregeln aus Lemma 2.5, die Kompositionsregeln aus Lem-
ma 2.6 und insbesondere die DNF-Darstellung S < DNFy(S) aus Satz 2.11 auch bei
pradikatenlogischer Lesart, d.h. bei vorgegebener Struktur D und Variablenbelegung
korrekt.
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3.3 Vorverarbeitung von pradikatenlogischen Satzen

Quantorenfreie pradikatenlogische Formeln konnen wir mit Hilfe der Funktion conv
aus Kapitel 2 in logisch aquivalente Shannon-Formeln transformieren. Um beliebige
pradikatenlogische Formeln betrachten zu konnen, mussen wir uns daher in geeigneter
Weise der Quantoren entledigen.

Ein erster Ansatz besteht darin, einen gegebenen Satz S der Pradikatenlogik in eine
quantorenfreie Formel F(z) mit den freien Variablen & umzuwandeln. Zwar konnen
wir im allgemeinen nicht erreichen, daf® 5 und F(z) logisch aquivalent sind, jedoch
bleibt die Erfullbarkeit bei dieser Transformation erhalten, d.h. S ist unerfullbar gdw. der
Allabschlu3 Vz F'(z) von F(z) unerfullbar ist, oder kurz:

S0 gdw. VZF(z) =0

In der Literatur findet man haufig die folgende Vorgehensweise, um F(z) aus S zu
konstruieren:®

1. S wird mit Hilfe der ublichen Umformungsregeln (wie etwa der de Morgan-Regeln)
zunachst in eine Formel 5" in Negations-Normalform umgewandelt.

2. Durch gebundene Umbenennung erhalt man die bereinigte Form 5, in der alle durch
Quantoren gebundene Variablen alphabetisch verschieden bezeichnet sind.

3. Nun werden die Regeln*

(QzA)oB & Qu(AoB)
Bo(QzA) & Quz(BoA)

in Richtung von links nach rechts angewendet, um alle Quantoren Q “nach auf3en
zu ziehen”, wodurch sich eine pranexe Normalform Q., ..., Q. 5" ergibt.

4. Qq,...,Q.5" wird schlieBlich durch eine hier ¢ genannte Skolemisierung in die
gewunschte Form Vz F'(z) gebracht.

In der Skolemisierung ¢ nutzt man nun die Anordnung der Quantoren im PrafixQ,, ..., Q,
der Formel aus:

Definition 3.1 (Skolemisierung ¢)
Die Skolemisierung 5 eines Satzes S ist die letzte Formel der Folge von Formeln S;, die durch
die nachfolgende Iteration gegeben sind:

1. Sy ist eine pranexe Normalform von S
2. Ist S; von der Form Vzq .. .Vx, 3y S’ fur ein n > 0, dann ist
Siv1 =Var .. Vo, 5y/ fixa(zr, ..., 20)}s

d.h. die Auftreten von y in .S” werden durch ein neues n-stelliges Skolemfunktionssymbol
fi+1 mit den Argumenten z1, ..., x, ersetzt.

%Siehe z.B. [Chang & Lee, 1973],[Schoning, 1987].
407 steht flr A bzw. V.
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3. Falls 5; keinen 3-Quantor mehr enthalt, setzen wir S© := S; und erklaren das Verfahren
fur beendet.

Eine 3-quantifizierte Variable y hangt nach dieser Skolemisierung also von allen V-
quantifizierten Variablen z1, . . ., z,, ab, die im Quantor-Prafix vor y stehen. Durch dieses
Vorgehen entstehen jedoch zuviele Abhangigkeiten, wie das nachfolgende Beispiel belegt:

Beispiel 3.2
Eine pranexe Normalform von S = Va(3y(p(y))A3z(¢(z, 2))) ist

Va3y3z(p(y)Ag(z, 7))

damit erhalten wir

5¢ =Va(p(fu(z))Ag(, fo(2))).

Diese Formel enthalt die Abhangigkeit der Skolemfunktion f; von z, die in der Aus-
gangsformel S jedoch nicht vorhanden ist. Mittels der Regel Vz(A o B) < Ao Va B (falls
z nicht frei in A), konnen wir S zunachst umformen zu Jy(p(y))AVz3z(¢(x, z)). Eine
mogliche pranexe Normalform ist nun

§" = 3yaz(p(y)Ag(z, 2))

mit der Skolemisierung
5" =Va(p(f)ng(z, fo(2)))

und der von z unabhangigen Skolemkonstanten f;.

Fur einen pradikatenlogischen Theorembeweiser, der Interpretationen uber dem Her-
brand-Universum Uy einer Formel F betrachten muR, ist die Form 5© der Form $¢
vorzuziehen, denn Ugo = {f1, fo(f1), f2(fo(f1)), ...} ist deutlich “einfacher” als U0 =

{e, file), fale), fu( fa(€)), o fule)), .- 32

Eine Moglichkeit, diese ungewollten Abhangigkeiten zu vermeiden, konnte also darin
bestehen, mit Hilfe der Regeln

& Va(A)o B Ve(BoA) & BoVaz(A) . ..
& Ja(A)o B Be(BoA) & BoJa(A) (falls « nicht frei in B)
in einem ersten Schritt Quantoren moglichst weit “nach innen zu ziehen”, um sie an-
schlieBend wieder so nach “aufien zu ziehen”, daB vor einem 3-Quantor moglichst we-

nige v-Quantoren stehen.

Dies ist jedoch aus mehreren Grunden nicht angeraten: Einerseits wird die Imple-
mentierung des Verfahrens durch den Indeterminismus bei der Regelanwendung er-
schwert, zum anderen gibt es einfache Beispiele, bei denen durch eine Linearisierung
der Abhangigkeiten im Quantor-Prafix der Formel immer ungewollte “Scheinabhangig-
keiten” entstehen, die man durch eine geschicktere Art der Skolemisierung vermeiden
kann.

*Definitionsgemaf enthalt das Herbrand-Universum mindestens eine — hier mit ¢ bezeichnete — Konstante.
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Beispiel 3.3
In der Formel
Ywiz(p(w, z)AVy(q(w, z,y)V32(r(y,2))))

konnen wir nach obigen Regeln keinen Quantor nach innen ziehen. Obwohl das Auftre-
ten der 3-quantifizierten Variablen z nur von y und nicht von w abhangt, wird in einer
pranexen Normalform stets w vor » stehen, wie auch immer wir obige Regeln anwenden ®

Um die genannten Probleme zu umgehen, verwenden wir die folgende Skolemisierung
%, die der in [Andrews, 1986] beschrieben entspricht, wobei wir gegenuber dem dortigen
Ausgangspunkt zusatzlich annehmen, daR die zu skolemisierende Formel S bereits in
Negations-Normalform (aber nicht in pranexer Normalform) vorliegt.

Definition 3.4 (Skolemisierung %)
Die Skolemisierung S* eines Satzes S ist die letzte Formel der Folge von Formeln S;, die durch
die nachfolgende Iteration gegeben sind:

1. S ist die bereinigte Negations-Normalform von 5.

2. Sei dy F' der “am weitesten links stehende” 3-Quantor von .5; mit Skopus F, x1, ..., 2,
die in F' freien Variablen.

Dannergibtsich .S, 1 aus S; durch Ersetzenvon 3y F'durch F{y/ fit1(z1,...,2,)},

d.h. die Auftreten von y in der Teilformel £ von S; werden durch ein neues n-stelliges
Skolemfunktionssymbol f; ;1 mit den Argumenten x4, ..., z,, ersetzt.

3. Falls §; keinen 3-Quantor mehr enthalt, setzen wir S§* := S, und erklaren das Verfahren
fur beendet.

Die Skolemisierung % erzeugt “bessere” Formeln als die Skolemisierung <, d.h. Formeln,
bei denen die Skolemfunktionen von weniger Variablen abhangen, als bei Verwendung
von ¢. Zudem ist die Skolemisierung x zur Implementierung besonders geeignet, da die
Ersetzungen rekursiv fur Teilformeln angewendet werden konnen.

Fur das Beispiel 3.3 erhalten wir nun das gewunschte Ergebnis
Vuw(p(w, filw))AVy(q(w, f(w), y)V(r(y, f2(y)))))-

Definition 3.5
Wir nennen die Form S*, die man nach der Skolemisierung = von S erhalt, die skolemisierte
Normalform SNF* von 5.

Nach Definition von « ist ein Satz in SNF* demnach in Negations-Normalform und
enthalt nur noch V-Quantoren. Fur die beschriebene Skolemisierung gilt (JAndrews,
1986]):

Satz 3.6
Ein Satz S und dessen Skolemisierung 5* sind erflllbarkeitsaquivalent, d.h.

S0 gdw. S*EO

6Man versuche dies selbst.
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In den beiden nachsten Abschnitten gehen wir stets von einer Formel S* in SNF*
aus. Zusatzlich fordern wir fur das folgende Verfahren mit maximalen Erweiterungen,
daR 5* noch in eine pranexe Normalform gebracht wird, wodurch sich schlielich die
gewunschte Form Vz F(z) mit der quantorenfreien Formel F'(z) und den freien Variablen
z ergibt.

3.4 Shannon-Graphen mit maximalen Erweiterungen

Sei also eine quantorenfreie Formel F'(z) mit den freien Variablen z gegeben. Wie zeigen
wir nun, daf3 der AllabschluB Yz F(z) unerfullbar ist? Wir benutzen die folgenden
wohlbekannten Eigenschaften der Pradikatenlogik:

ViF(z) = O

gdw. {F(¢) |t e Ur} E O Satz von Godel-Herbrand-Skolem

gdw. {F(t1),..., F(t,)} F O Endlichkeitssatz

gdw. (F(Z)A...AF(Z,))o = O Substitutionslemma
Dabei sind ty, ..., ¢, Tupel von Termen aus dem Herbrand-Universum U/ von F. Alle
Variablen, die in 74, ..., %, auftreten, sind paarweise verschieden, und ¢ ist eine Grund-

substitution dieser Variablen nach 4.

Zusammenfassend gilt also der folgende Satz, der die theoretische Grundlage des Ver-
fahrens der maximalen Erweiterungen darstellt:

Satz 3.7
Fur jede quantorenfreie pradikatenlogische Formel F(z) mit den freien Variablen z gilt

ViF(z)EO
gdw. es ein n € IV und eine Substitution ¢ : Var—Ur gibt, so dal

(F(ZON .. .NF(Z,))o =0

Die Idee fur das Beweisverfahren ist jetzt recht einfach: Da F'(z) keine Quantoren mehr
enthalt, konnen wir mittels der Funktion conv aus Definition 2.13 einen logisch aqui-
valenten Shannon-Graphen Fo(Zo) mit den freien Variablen zy = z konstruieren, den
sogenannten initialen Graphen von F(z).

Wir versuchen nun, Fo(Zo) durch geeignete Instantiierung der Variablen zy zu schlief3en.
Hierzu definieren wir:

Definition 3.8 (Geschlossene Shannon-Graphen)

Ein Shannon-Graph 7 () mitden freien Variablen z hei8t geschlossen, wenn es eine Substitution
o gibt, so daR alle 1-Pfade in F(z)o geschlossen sind. o heilt schlieBende Substitution fur
F(z).

Zur Erinnerung: Ein 1-Pfad heifit geschlossen, wenn er komplementare Literale enthalt.
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Konnen wir Fy( o) jedoch nicht abschlielen, so betrachten wir die Formel F(zp)AF(21).
Diese ist logisch aquivalent zum Shannon-Graphen Fi(Zo, 1) = fo(fo)[m]. Wir
versuchen nun erneut, F1(zo, z1) zu schlieBen. War V2 F(z) unerfullbar, so garantiert
Satz 3.7, daRk dieses Vorgehen, wenn man es wiederholt anwendet, schlieBlich fur ein
n € IN miteinem geschlossenen Shannon-Graphen F,,(Zo, . . ., Z,,) zu Ende kommt. Dem
Problem, wie wir die F,, schlieBende Substitutionen tatsachlich finden konnen, wenden
wir uns in Abschnitt 3.6.1 zu.

Beispiel 3.9

Wir wollen zeigen, daB Jy(p(y)A-p(ffy)) A Vaz(p(z)—p(fz)) unerfullbar ist. Da-
bei ist f ein einstelliges Funktionssymbol, bei dem wir, der besseren Lesbarkeit we-
gen, Klammern weglassen. Nach Skolemisierung erhalten wir die Formel F(Xp) =
pla)A=p(ffa))A(—p(Xo)Vp(fXo)) mit der Skolemkonstanten « und der freien Variablen
Xo.

pla) pla)
- + - +
0 p(ffa) 0 p(ffa)
- + - +
p(Xo) 0 p(Xo) 0
- + - +
p(fXo) pla) p(fXo)
- + - + - +
0 0 p(ffa) 0 pla)
- + - +
FolXo) I o [ifa)
- + - +
p(fX1) p(X1) 0
- + - +
0 p(fX1)
- +
0
F1(Xo, X1)

Abbildung 3.1: Initialer Shannon-Graph Fo(Xo) und erste Erweiterung F1(Xo, X1)

Abbildung 3.1 zeigt den zu F(Xo) aquivalenten initialen Graph Fo(Xg) = conv(F(Xy)).

"Da 1-Knoten im weiteren im Gegensatz zu 0-Knoten eine besondere Rolle spielen, haben wir, um die
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Wahlen wir ¢ = {Xp/a}, so konnen wir den 1-Pfad {p(a), —p(ffa),-p(Xo)} von Fy
schlieen, nicht jedoch den verbleibenden 1-Pfad. Mit ¢ = {Xy/fa} verhalt es sich
gerade umgekehrt. Wir benatigen also eine zweite Instanz F(X;) mit der neuen freien

Variablen X;. F1(Xo, X1) = ]:O(XO)[fo(le)] ist der zu F(Xo)AF(X1) logisch aquivalente

Shannon-Graph, der nun mit der Substitution ¢ = {X¢/a, X1/ f(a)} geschlossen werden
kann.

Es ergibt sich demnach folgendes Verfahren der maximalen Erweiterungen:

Definition 3.10 (Maximale Erweiterungen)

Sei S* die skolemisierte Normalform eines Satzes .5 der Pradikatenlogik, ¥V F'(z) die pranexe
Normalform von S*. Zu F(zy) mit den freien Variablen zo konstruieren wir eine Folge F; von
Shannon-Graphen:

Fo(zo) = conv(F(zg))
1
Fiv1(Zoy ..., ZTix1) = FilZoy...,%)|—=———
+ ( + ) ( )[f()(xz-l—l)]
Ist ein F; fur eine Grundsubstitution o geschlossen, so ist das Verfahren beendet, andernfalls
konstruieren wir in der beschriebenen Weise F ;1.

Fo heit der initiale Graph von F'(z), F; die i-te maximale Erweiterung.

Diese Beweisprozedur geht der Idee nach auf ein in [Ortowska, 1969a] vorgestelltes Ver-
fahren zuruck. Die dort beschriebene Beweisprozedur stellt fur die Menge aller Satze
ohne Funktionssymbole und in pranexer Normalform, wobei die Quantor-Prafixe von
der Form V- --v3...3 (kurz: ¥*3*) sein mussen, ein Entscheidungsverfahren auf Allge-
meingultigkeit dar? Der Nachweis der Allgemeingultigkeit eines solchen Satzes v*3*§
ist aquivalent zum Nachweis der Unerfullbarkeit des Satzes 3*v*—5. Dieses Problem
ist entscheidbar, da das Herbrand-Universum Zgx der Skolemisierung S* von 3*v*—¢
endlich ist.

Das Verfahren der maximalen Erweiterungen kann naturlich kein Entscheidungsverfah-
ren fur die Unerfullbarkeit eines beliebigen pradikatenlogischen Satzes 5 sein. Es ist aber
korrekt und vollstandig, wie der folgende Satz belegt.

Satz 3.11 (Korrektheit und Vollstdndigkeit der maximalen Erweiterungen)
Sei 5 ein Satz der Pradikatenlogik, F,, die n-te maximale Erweiterung, dann gilt:

S | Ogdw. F,(Zo,...,z,) geschlossen fur ein gewisses n € IN.

BEWEIS
S und die zugehorige skolemisierte Formel in pranexer Normalform vz F'(z) sind erfull-
barkeitsaquivalent, d.h. 5 |= O gdw. VzF(z) = O. Nach Satz 3.7 gilt VzF/'(z) = O

Wichtigkeit der ersteren hervorzuheben, letztere ohne Kreis dargestelit.
8 Am Ende von [Ortowska, 1969b] wird angedeutet, wie das Verfahren auf die volle Pradikatenlogik (ohne
Gleichheit) erweitert werden kann, wobei die Entscheidbarkeit selbstverstandlich verloren geht.



44 KAPITEL 3. PRADIKATENLOGISCHE SHANNON-GRAPHEN

gdw. (F(z1)A...AF(Z,))o |= Ofureinn € IV und eine Grundsubstitution o. Mittels In-
duktion und unter Zuhilfenahme der Eigenschaft /'(z) < conv(F'(z)) von conv (Satz 2.11)
und der Kompositionsregel (REPA) zeigt man sofort, dafi? fur alle i gilt

Fi(Zo,....%;) & F(ZON. . AF(T;).

Also gilt 5 = O gdw. (F,,(2o,...,Z,))o = O furein n € IV und eine Grundsubstitution
o. Letzteres ist aber ein aussagenlogischer Shannon-Graph, der nach Korollar 2.12 genau

dann unerfullbar ist, wenn er geschlossen ist. -

3.4.1 Eine einfache Verbesserung der maximalen Erweiterungen

In der vorgestellten Form werden bei der Konstruktion einer maximalen Erweiterung
Fit1 von F; alle 1-Knoten von F; durch dieselbe Shannon-Formel Fo(z;+1) mit den
freien Variablen z;,, ersetzt. Dies hat zur Folge, dal3 auf jedem “Erweiterungslevel” ;
dieselben Variablen z; verwendet werden mussen. Tatsachlich ist es jedoch moglich, an
jedem 1-Knoten von F; neue, voneinander unabhangige Instanzen von F, mit neuen
freien Variablen zu verwenden. Dies erleichtert zum einen die Implementierung des
Verfahrens (Variablenbindungen konnen dann vom “Erweiterungslevel” unabhangig
reprasentiert werden), zum anderen kann durch den grofReren Vorrat an freien Variablen
ein Abschluf fruher, d.h. mit weniger Erweiterungen, gefunden werden. Das folgende
Beispiel belegt dies. Die Korrektheit dieser Modifikation ergibt sich aus der Tatsache, dal?
diese (wie auch das ursprungliche Verfahren der maximalen Erweiterungen) Spezialfalle
des in Abschnitt 3.5 beschriebenen Verfahrens der selektiven Erweiterungen sind, dessen
Korrektheit wir noch zeigen werden.

Beispiel 3.12

Es ist die Unerfullbarkeit der Formel Yao(p(a)A—p( f f fa)A(=p(z0)Vp(fzo))) nachzuwei-
sen. Der zugehorige initiale Graph entspricht dem in Beispiel 3.9 gezeigten 7y, bis auf
den Knoten fur p( f fa), der hier durch p(f f fa) ersetzt wird.

Um den Shannon-Graphen abzuschlie3en, sind zwei maximale Erweiterungen

1 1
fl(Xo, Xl) = fo(Xo)[m] und fz(Xo, Xl, Xz) = fl(Xo, Xl)[m]
notig. Erweitert man an den 1-Knoten von Fy jedoch mit voneinander unabhangigen
Instanzen F,( X1) und F5(X2), so erhalt man einen um ein “Erweiterungslevel” kleineren
Shannon-Graphen F1(Xo, X1, X2).

Abbildung 3.2 zeigt diesen, der fur o = {Xy/ fa, X1/a, X,/ f fa} geschlossen ist. Anhand
der Nummern neben den Nichtterminal-Knoten lassen sich die verschiedenen Instanzen
des initialen Graphen Fo(Xy), Fo(X1) und Fg(X,) unterscheiden.

An diesem Beispiel fallt auf, daR trotz der genannten Verbesserung die Struktur von
F1(Xo, X1, X) einige Redundanz aufweist: Durch die maximale Erweiterung der 1-
Knoten von F(X() werden auch Atome der Ausgangsformel neu in die Baumstruktur
mit aufgenommen (1,2’,17,2”), obwohl diese in allen 1-Pfaden von Fy(Xg) auftauchen
und somit in ihrer Deutung bei “Betreten” der Erweiterung bereits festgelegt sind. Fur
groBere Probleme stellt dies einen gravierenden Nachteil dar, der jedoch durch das im
nachsten Abschnitt beschriebene Verfahren behoben werden kann.
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1 |p(a)
- +
0 2 |p(fffa)
- +
3 |p(Xo) 0
- +
1 |pla) 4 |p(fXo)
/ + —/ +
0 2 |p(fffa) 0 1" |p(a)
= + / +
3 |p(X1) 0 0o 2 |p(fffa)
- + - +
& |p(fX1) 37 | p(X2) 0
- + - +
e -pm
- +
0
F1(Xo, X1, Xp)

Abbildung 3.2: Erweiterung mit unabhangigen Instanzen F( X1) und F5(X2)

3.5 Shannon-Graphen mit selektiven Erweiterungen

Mit dem Verfahren der maximalen Erweiterungen kann eine neue Instanz einer V-
quantifizierten Variablen der Ausgangsformel Vz F'(z) nur erhalten werden, indem man
an einem 1-Knoten mit dem gesamten initialen Graphen Fo(.X ) erweitert.

Dies liegt daran, dal3 durch die Bildung einer pranexen Normalform Vz F(z) aus der
skolemisierten Formel S*, in der noch VY-quantifizierte Unterformeln auftauchen, eine
“groRe” V-quantifizierte Formel vz F'(z) entsteht. Die quantorenfreie Formel F'(z) wird
dann beim Verfahren der maximalen Erweiterungen mittels der aussagenlogischen conv-
Funktion in einen logisch aquivalenten Shannon-Graphen umgewandelt.

Besser ist es jedoch, die V-Quantoren in S* “vor Ort” stehen zu lassen, um so die vor-
handene Skopus-Information auszunutzen. Allerdings mussen wir dann das Verfahren
um die Behandlung von V-quantifizierte Unterformeln in geeigneter Weise erweitern.
Dies geschieht, indem wir die Einschrankung abschwachen, daf die Bedingung einer
Shannon-Formel nur atomare Formeln (bzw. das CuTt-Symbol “!”’) enthalten darf. Wir
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lassen nun auch sogenannte vy-Shannon-Formeln als Bedingung in einer Shannon-Formel
9
zu.

Definition 3.13 (y-Shannon-Formeln, v-Graphen)
Die Menge der y-Shannon-Formeln S ist definiert als die kleinste Menge, fiir die gilt'°

(1) SHy D> SHy

(2) Wenn G, 80,81 € SH~, dann ist sh(Vz G, So,S1) € SH~, wobei = freie Variablen
aus G sind.

Haufig nennen wir v-Shannon-Formeln auch y-Shannon-Graphen oder kurz ~-Graphen.

Offensichtlich gelten auch fiir Formeln aus SH~ die Kompositionsregeln'!
0 1
(REPy): AVB & A[E] und (REPA): AAB & A[E]'

Wir erweitern die Definition DNFq von 1-Pfaden in naheliegender Weise auf Formeln aus
SH~, so daB in 1-Pfaden neben Literalen nun auch Formeln VzG(z) und -VzG(z) vor-
kommen. Man zeigt ganz analog zum aussagenlogischen Fall, dal3 die DNF-Darstellung
weiterhin fur y-Shannon-Formeln gilt, d.h. fur alle S € SH~ ist

S < DNF(S)

Hierbei ist zu beachten, daR DNFy(S) nach wie vor eine Disjunktion der 1-Pfade ist. Da
in diesen nun aber zusammengesetzte (y-Shannon-)Formeln auftreten, ist DNF1(S) keine
disjunktive Normalform mehr.

Sei nun also ein Satz 5 in SNF* gegeben. Dann ist 5 in Negations-Normalform und
enthalt nur noch V-Quantoren. Mit der nachfolgenden Funktion conv., konnen wir den
initialen Graphen Sy = conv,(5) konstruieren. Dieser enthalt keine freien Variablen, ist
also selbst ein Satz.

Definition 3.14 (Convert,)
Fir S in SNF* ist

sh(A,0,1) wenn S = A, A € Forat

sh(A,1,0) wenn S = = A, A € Forpg
conv. () = conv.,( )[m] wenn S = AAB

coan(A)[CO%W(B)] wenn S = AVB

sh(Vz conv,(A),0,1) wenn S =VzA

°Die Bezeichnung ist eine Anlehnung an die v-Formeln des Tableaukalk Uls.

Pyum nicht allzuviele verschiedene Formelmengen betrachten zu m Ussen, schlieRen wir in dieser Definition
Cut-Shannon-Formeln mit ein.

“Hier tritt im Gbrigen erstmals der Fall auf, der die Blatt-Substitution .A[ %] bzw. A[%] von der “gewohnli-
chen” Substitution unterscheidet: Die Ersetzung wird nur im zweiten und dritten Argument einer Shannon-
Formel durchgefihrt.
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Mit der Gultigkeit von (REP,) und (REP,) folgt per struktureller Induktion, da conu,
einen Satz 5 in SNF* in eine logisch aquivalente v-Shannon-Formel umwandelt:

Korollar 3.15
Fir alle S in SNF* ist 5 < conv,(S).

Beispiel 3.16
Zu der Formel $ in SNF*

(Vo p(z) V Vy =q(y)) A ~p(a)Aq(b)

ist die mit conv,, konstruierte y-Shannon-Formel conv, (5) =

sh(Vz sh(p(z),0,1),
sh(Vy sh(q(y),1,0),
syh(p(a), Sh((Z(b)v 0, 1)7 0))7
sh(p(a), sh(q(b),0,1),0))

3.5.1 Visualisierung von v-Graphen

Wesentlich ubersichtlicher als die Formelschreibweise ist die Darstellung von v-Graphen
in Form von Binarbaumen. Neben den Blattern o und 1, den bereits bekannten Typen
von Nichtterminal-Knoten sh( A, B,C), wobei A € Forp; (Literal-Knoten) und shi(!, 5,C)
(CUT-Knoten), treten nun auch sogenannte ~v-Knoten sh(Vz G, B,C) auf. Die innerhalb
eines y-Knotens auftretenden “y-Untergraphen” G stellen wir dabei als eigenstandige
Binarbaume dar.

Abbildung 3.3 zeigt diese Darstellung fur den v-Graphen S = conv,(5) aus Beispiel 3.16.
Obwohl wir y-Graphen hier und im folgenden in Form von Binarbaumen veranschau-
lichen, werden diese nach wie vor als gerichtete, azyklische Graphen reprasentiert.
Mit Hilfe der Nummern neben den Nichtterminal-Knoten soll die Identifikation die-
ser Graphstruktur erleichtert werden. Man erkennt, dall zur Reprasentation von S neben
den Blattern o0 und 1 vier Literal-Knoten notig sind, die mit den entsprechenden Litera-
len der Ausgangsformel S identifiziert werden konnen. AuBerdem werden noch zwei
v-Knoten benotigt, die in Abbildung 3.3 als doppelt umrahmte Rechtecke dargestellt
sind.

Wir zeigen nun anhand eines Beispiels, wie wir aus S einen geschlossenen v-Graphen
erhalten konnen. Zuvor definieren wir, vollig analog zum vorigen Abschnitt 3.4:

Definition 3.17 (Geschlossene v-Graphen)
Ein y-Graph S(z) mit den freien Variablen 12 heiRt geschlossen, wenn es eine Substitution o
gibt, so daR alle 1-Pfade in S(z )o geschlossen sind.

Ein 1-Pfad heilt geschlossen, wenn er komplementare Literale enthalt.

123 kann auch das “leere Tupel” sein, dann ist S(z) ein Satz.
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Y Gy 1 |p(z) 2 |q(y)

- + - + - +
Yy G2 3 |pla) 0 0
—/ + = +
0 3 [pla) 4 |q(b) 0 Gi(z) Galy)
- + - +
4 (q(b) 0 0
- +
0
S

Abbildung 3.3: Initialer Shannon-Graph & mit y-Untergraphen Gi (), Ga2(y)

Wir kehren zu obigem Beispiel zuruck: Ist ein 1-Pfad = € DNF{(S) von S nicht geschlos-
sen und gilt Vz G;(z) € 7, so konnen wir 7 um eine Instanz G;(X ) des y-Untergraphen
G; mit der neuen und damit freien Variablen X erweitern und versuchen, die Menge der
neu entstandenen Pfade abzuschlief3en.

In Abbildung 3.3 ist der Pfad zum linken 1-Blatt von S:

{=Vz G1(2),Yy Ga(y), ~p(a),q(b)}

Diesen 1-Pfad = erweitern wir, indem wir anstelle des 1-Blattes den ~-Untergraphen
G2(Y') mit der freien Variablen Y einsetzen. Wir erhalten so den erweiterten 1-Pfad

{=Va Ga(z), Yy Ga(y), ~pla), q(b), ~q(Y)}

der mit der Substitution ¢ = {Y/b} geschlossen werden kann. Analog verfahren wir mit
dem zweiten 1-Pfad, dessen 1-Blatt wir durch eine Instanz G1(X) von G ersetzen. Der
erweiterte Pfad ist dann

{Vac g1($), _'p(a)v Q(b)vp(X)}

Abbildung 3.4 zeigt den sich ergebenden, fur die Substitution o = {X/a,Y/b} geschlos-
senen Shannon-Graphen §’.

An dieser Stelle ist nochmals eine Bemerkung zur verwendeten Graphstruktur ange-
bracht: Der v-Graph S aus Abbildung 3.3 besitzt die beiden erwahnten 1-Pfade, die in
der Graph-Darstellung im selben 1-Knoten enden. Es ist nun sowohl anschaulicher als
auch in der Sprechweise wesentlich einfacher, wenn wir uns S als Binarbaum vorstellen.
Dann konnen wir sagen, wir hatten das linke bzw. das rechte 1-Blatt durch die entsprechen-
den y-Untergraphen ersetzt. Aufdie zughorige Reprasentation in Graphform ubertragen
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Vo G
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Abbildung 3.4: Mit selektiven Erweiterungen geschlossener Shannon-Graph &

heil3t dies, daR die beiden Kanten auf den eindeutigen 1-Knoten ersetzt werden durch
Kanten auf die entsprechenden +-Untergraphen.

Im folgenden wollen wir die vereinfachte Sprechweise bevorzugen und uns y-Graphen
als Binarbaume vorstellen. Die tatsachliche Realisierung des Verfahrens arbeitet dagegen
unverandert auf einer kompakten Graphstruktur, woran — sollten wir Gefahr laufen, dies
zu vergessen —noch immer die Bezeichnung v-Graph erinnert.

Nachdem wir informell gezeigt haben, wie die Erweiterung eines 1-Pfades mit einer
neuen Instanz eines y-Untergraphen vorgenommen wird, geben wir nachfolgend eine
formale Definition:

Definition 3.18 (y-Extension)

Sei S(z) € SH~ ein y-Shannon-Graph mit den freien Variablen z, 7 € DNFy(S(%)) der zu
einem 1-Knoten von S(z) gehorende 1-Pfad. Weiter sei Vy G(y) € =. Dann erhalten wir die
v-Extension &'(z,Y) von S(z) durch Ersetzen dieses 1-Knotens durch den y-Untergraphen
G(Y') mit den neuen, freien Variablen Y

EXt : S(2) — 8'(2,Y) = S(ﬂ?)L%J”

Durch die Schreibweise | ~ | ™ deuten wir an, daR nur ein spezieller 1-Knoten (mit zugehdrigem

G(v)
Pfad ) ersetzt wird und nicht simultan alle 1-Knoten, wie bei S(i)[g(ly)].

Wir nennen die y-Extension S’ = Ext7(S) auch selektive Erweiterung von S: Zu einem 1-
Knoten mit Pfad = konnen wir einen y-Untergraphen G € = auswahlen, mit dem erweitert
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werden soll und mussen nicht, wie im Falle der maximalen Erweiterungen, mit dem
gesamten initialen Graphen erweitern.

Wie sieht nun die Menge der 1-Pfade einer y-Extension, etwa fur &' = SLéj 75 aus? Sei

7; € DNF1(S) = {71,...,7,}. Alle 1-Pfade m; # =; sind naturlich auch in DNFy(S’);
anstelle von ; treten in DNF1(S’) nun aber die 1-Pfade der Menge {7 ; }®@DNF1(G) auf.
Beispiel:

Fur m; = {Va G1(2), ~p(a), ¢(b)} aus Abbildung 3.4 und DNF1(G1(z)) = {{p(X)}} enthalt
{m;}®DNF1(G1(z)) nur den einen, erweiterten 1-Pfad {Vz G1(z), -p(a), q(b), p(X)}.

Nach Definition der 1-Pfade gilt allgemein:

DNFy(S[3]™) = DNFy(S)\{m;} U {r;}@DNF1(G) (3.1)

In einem 1-Pfad eines y-Graphen kann auch die Negation —VzG eines v-Untergraphen
VxG auftreten. Hierbei handelt es sich eigentlich um eine 3-quantifizierte Formel. Wie
sich noch zeigen wird, konnen diese negativen Auftreten von v-Untergraphen in einem
Pfad ignoriert werden. Wenn also ein v-Graph uberhaupt geschlossen werden kann,
dann reichen hierzu die y-Extensionen aus.

Bevor wir einen v-Graphen S mittels y-Extension erweitern, konnen wir zunachst versu-
chen, einen oder mehrere 1-Pfade von § mit einer Substitution ¢ abzuschlieen. Hierbei
mussen wir darauf achten, da o frei fur S ist, d.h. anschaulich, daR keine freie Va-
riable durch Anwendung von ¢ durch einen Quantor aus S gebunden wird. Formal
ausgedruckt:

Definition 3.19 (Freie Substitutionen)
Ein Term ¢ heil3t frei fur die Variable x in der Formel F, wenn keine freie Variable aus ¢ bei
Einsetzung fur z in F' von einem Quantor aus F' gebunden wird.

Eine Substitution o heift frei fur eine Formel F mit den freien Variablen z, wenn fur jede Variable
x; aus z der Term z;o frei fur z; in F ist.

Demnach sind also insbesondere alle Grundsubstitutionen frei. Wir kdnnen nun das
Gesamtverfahren der selektiven Erweiterungen angeben.

Definition 3.20 (Selektive Erweiterungen)
Um die Unerfullbarkeit eines Satzes .S der Pradikatenlogik nachzuweisen, gehe man wie folgt
vor:

1. Vorverarbeitung:®

(a) Konstruiere zu S die Formel S* in SNF*.

(b) Konstruiere den initialen y-Graphen Sy = conv.,(5).

2. Beweissuche: Solange S; mit den freien Variablen z nicht geschlossen und einer der
folgenden Schritte anwendbar ist:

Der Schritt 1.(a) kann problemlos in die Funktion conv., integriert werden (siehe Abschnitt 4.2.3).
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(@) SchlieRe einen 1-Pfad durch eine Substitution o, die frei fur S; ist:
SH.]_ = SZ'O'
(b) oder erweitere S; durch v-Extension

Siv1 = Eth(Si)

Man stellt fest, daf3 sich das Verfahren der maximalen Erweiterungen als Spezialfall der
selektiven Erweiterungen ergibt, wenn in Schritt 1.(a) $* noch pranex gemacht wird.
Wir zeigen im folgenden, dal? das Verfahren der selektiven Erweiterungen korrekt ist,
woraus dann insbesondere auch die Korrektheit der in Abschnitt 3.4.1 beschriebenen
Modifikation der maximalen Erweiterungen folgt.

3.5.2 Korrektheit der selektiven Erweiterungen

Der Nachweis der Korrektheit der selektiven Erweiterungen ist recht einfach und eher
technischer Natur. Das Vorgehen ist ahnlich wie beim Nachweis der Korrektheit des
Tableaukalkuls mit freien Variablen. Im wesentlichen haben wir zu zeigen, daB ein
erfullbarer Shannon-Graph auch nach Anwendung einer freien Substitution bzw. einer
v-Extension erfullbar bleibt; hierzu definieren wir

Definition 3.21
Ein y-Shannon-Graph S(z) mit den freien Variablen z heit erfullbar, wenn er ein Modell D
hat, d.h. wenn fur eine Struktur D und alle Variablenbelegungen s gilt:

valp 5(8(z)) =W

Zum Nachweis, daB die Anwendung einer Substitution erfullbarkeitserhaltend ist, stut-
zen wir uns auf das folgende bekannte Substitutionslemma. Ein Beweis fur dessen Gultig-
keit findet sich z.B. in [Andrews, 1986, Seite 79ff], allerdings in einer ganzlich anderen
Notation. Die Aussage lat sich offensichtlich problemlos von Formeln aus For auf
Formeln aus Forgy, erweitern !4

Lemma 3.22 (Substitutionslemma)
Sei A € Forgy, o = {y/t} eine Substitution Var—Term, die frei fur A ist. Zu gegebener

Struktur D = (D, I) und Variablenbelegung 5 sei 8[y//(t)] die Modifikation von j so,
daR die Variablen y als die Termauswertung f(t) interpretiert werden. Dann gilt

valp s (A{y/t}) = valp gg/6,59(A)

Nachdem die technischen Vorbedingungen geschaffen sind, konnen wir sofort das fol-
gende Lemma beweisen.

Lemma 3.23
Wenn §(z) erfullbar und o eine fur S(z) freie Substitution ist, dann ist S(z)o erfullbar.

“Man betrachte sh( A, B, C) einfach als AbkUrzung fir —AABVAAC.
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BEWEIS
Sei 0 = {y/t} eine beliebige Substitution, die frei fur S(z) ist. Nach dem obigem Substi-
tutionslemma gilt fur alle Strukturen D und Variablenbelegungen §:

valy 5(S(2)0) = Valp g5 (S(7))
S(z) hat nach Voraussetzung ein Modell D. Also gilt S(z) fur alle Variablenbelegungen
unter D, insbesondere fur die Modifikation 5[y/5,(t)] von 5. Damit gilt S(z)o unter 3

und, da  beliebig war, ist D auch ein Modell von §(z)o. -

Korollar 3.24
Wenn §(z) geschlossen ist, dann ist S(z) unerfullbar.

BEWEIS

Wenn §(z) geschlossen, dann gibt es eine Substitution o so, daf3 alle 1-Pfade der Disjunk-
tion DNF1(S(Z)o) geschlossen also auch unerflllbar sind.!® Dann ist wegen S(z)o <
DNF1(S(z)o) aber auch S(z)o unerfullbar und nach Lemma 3.23 schlieflich auch S(z) .

Lemma 3.25 (Korrektheit der ~-Extension)
Sei S(z) erfullbar. Dann ist die y-Extension von §(z) ebenfalls erfullbar.

BEWEIS

Sei DNF1(S(%)) = {71,...,m,} und §'(z,Y) = S(f)Lﬁj ™ die y-Extension von S(z),
wobei VyG(y) € 7;. Da S§(z) nach Voraussetzung erfullbar ist, gibt es eine Struktur D,
die Modell von S(z) ist. Wir betrachten eine beliebige Variablenbelegung 5.

Es gilt valy ,(S(z)) = W, also auch valyp, s(m1V ... V7, ) = W. Demnach gibt es einen Pfad
m; € DNF1(S(2)) mitvalp 5(7;) = W.

Ist 7, # 7, so ist m; auch ein 1-Pfad von S'(z,Y) und damit valy 4(S'(z,Y)) = W.
Falls aber m; = 7, gilt wegen VyG(y) € 7; auch valy 4(VyG(y)) = W und so insbesondere
valp 5(G(Y)) = W. DaG(Y) & DNF1(G(Y)), gibteseinen 1-Pfad . in G(Y ) mitvaly 4(p) =
W. 7; U u ist also ein 1-Pfad von §'(z,Y),'8 also gilt wiederum valy, ,(S'(z,Y)) = W.

Satz 3.26 (Korrektheit des Beweisverfahrens mit selektiven Erweiterungen)
Sei S ein Satz der Pradikatenlogik, S,, eine nach Definition 3.20 konstruierte selektive
Erweiterung von S. Dann gilt:

Wenn §,, geschlossen ist, dann ist 5 unerfullbar.

BEWEIS

Angenommen S, ist geschlossen und § erfiillbar. Dann ist auch S*, und wegen 5* <
conv,(S*) = So, auch der initiale Graph Sy erfillbar. S, ist durch endlich haufige
Anwendung von (freien) Substitutionen und ~y-Extensionen aus &y entstanden. Nach
Lemma 3.23 und Lemma 3.25 ist schlieRlich auch &,, erfullbar. Andererseits kann S,

nach Korollar 3.24 nicht erfullbar sein; Widerspruch. -

B7ur Erinnerung: Ein Pfad heiRt geschlossen, wenn er komplementare Literale L und =L enthalt. Da
Pfade konjunktiv interpretiert werden, ist ein geschlossener Pfad immer unerfullbar.
'8Siehe (3.1) auf Seite 50. NB: «; U y ist als Vereinigung zweier Pfade eine Konjunktion.
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3.5.3 \ollstandigkeit der selektiven Erweiterungen
Uberblick

Wir mochten zeigen, daf? ein unerfullbarer v-Graph mit Hilfe der selektiven Erweiterun-
gen aus Definition 3.20 immer geschlossen werden kann. In diesem Verfahren verwenden
wir die negativen Auftreten =VzG(z ) eines y-Untergraphen in einem Pfad = weder zum
Abschlul3, noch zur Erweiterung von .

Im ersten Teil dieses Abschnitts zeigen wir nun, dal? wir in Schritt 1.(b) aus Definition 3.20
conv., durch eine Variante conv;r ersetzen durfen. Die mit conv;r gebildeten v-Graphen
haben dabei die gleichen 1-Pfade wie die mit conv, konstruierten, nur treten darin keine
negierten v-Untergraphen -VzG(2) mehr auf. Der Korrektheitsbeweis kann fur das
so modifizierte Verfahren der selektiven Erweiterungen wortlich ubernommen werden.
Praktisch heif3t dies aber nichts anderes, als dal wir weiterhin die ursprungliche Version
mit conv., verwenden durfen, wobei wir die negierten Auftreten von ~-Untergraphen fur
die Beweissuche ignorieren.

Im zweiten Teil beweisen wir schlieBlich die Vollstandigkeit des Verfahrens der selektiven
Erweiterungen. Hierbei machen wir von dem Umstand Gebrauch, daf} in 1-Pfaden nur
noch positive v-Untergraphen auftreten.

Elimination von negierten Auftreten von v-Graphen

Die Definition von DNF; spiegelt fur beliebige Shannon-Formeln deren Semantik exakt
wider und gestattet es, jede Shannon-Formel als disjunktive Form (im aussagenlogischen
Fall sogar als disjunktive Normalform) zu betrachten. Insbesondere wird nach dieser
Definition fur eine Formel sh(G, A, B) die Negation -G in alle 1-Pfade, die durch den
negativen Ausgang .A “laufen”, mit aufgenommen. Wenn G ein Atom ist, so soll dies
auch weiterhin gelten, wahrend wir im Falle eines v-Untergraphen G dieses im folgenden
gerade ausschliel3en wollen.

Zu diesem Zweck definieren wir hilfsweise einen neuen dreistelligen Junktor s#™, dessen
Semantik genau beschreibt, was wir beabsichtigen, und der uns in die Lage versetzt, auf
syntaktischer Ebene zu erkennen, an welchen Knoten wir keine Erweiterung der 1-Pfade
mit der negierten Bedingung wunschen.

Definition 3.27 (Der Junktor sh™)

Wir erweitern die Menge der y-Graphen S~ zur Menge SH*, indem wir anstelle des Shannon-
Junktors zusatzlich den Junktor sh™ zum Formelaufbau zulassen. Dessen Wahrheitswert ist
definiert als

val(sh™ (A, B,C)) = wval(BV ANC)

Weiterhin missen wir die Definition von 1-Pfaden auf Shannon-Formeln mit sht erweitern:

DNF;(sht(A,B,C)) = DNF(B)U {{A}}@DNF;(C)
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Mittels struktureller Induktion zeigt man leicht, dal diese Definition von DNF, die
Semantik von skt korrekt widerspiegelt, d.h. es gilt fur alle S € SH*

S & DNFy(S)

Um nun sicherzustellen, daR in 1-Pfaden keine negierten v-Graphen vorkommen, erset-
zen wir in der Definition von conv., im Falle einer V-quantifizierten Formel den Junktor
sh durch sh*:

Definition 3.28 (Convert?)
Fir $ in SNF* ist

sh(A,0,1) wenn S = A, A € Forat
sh(A,1,0) wenn S = = A, A € Forag
convH(5) = conv;f(A)[m] wenn S = AAB
! convi(A)—2—] wenn S = AVB
" conv (B)
sht(Vz convi(A),0,1) wenn S =VzA

In welchem semantischen Zusammenhang stehen nun sh(A, B,C) und sht (A, B,C)?
Zwar gilt fur alle A, B,C € SH™T

sh(A,B,C) = sht(A,B,C)

aber nicht notwendigerweise:!’

sh(A,B,C) < sh™ (A, B,C)

Die Ruckrichtung gilt genau dann nicht, wenn AABA—C gilt (man zeigt dies leicht z.B. mit
Hilfe einer Wahrheitstabelle). Wenn wir allerdings voraussetzen, dal B = € gilt, dann
kann AABA-C nicht gelten. In diesem Falle dirfen wir si durch skt ersetzen, denn beide
Schreibweisen sind logisch aquivalent. Nachfolgend zeigen wir, daB diese Ersetzung
insbesondere in der durch conv;r vorgenommenen Weise zulassig ist.

Lemma 3.29
Sei sh(G,B,C) € SH~ und B = C. Weiter sei

sh(G, B,C)[ ]
sh(G,B',C") = oder

sh(G,B,C)[55]

po i

Dann gilt B’ = C" und sh(G,B’,C") < sht(G,B',C").

A = B steht fur: valp ,(A) = W impliziert valp 4(B) = W.
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BEWEIS
Im Falle der Ersetzung eines o0-Blattes gilt 5 < BvD und C’ < CvD und somit B’ =
C’. Entsprechendes gilt bei Ersetzung eines 1-Blattes. Dann gilt auch sh(G,B5,(’) <

sh*(G,B.C"). i

Wendet man diese Aussage induktiv an, so haben wir folgendes gezeigt: Ausgehend von
einer Shannon-Formel sh(G, B,C), fur die B = C also auch si(G, B,C) < sht (G, B,C) gilt,
erhalten wir durch beliebig haufige Anwendung von Blatt-Substitutionen schlieRlich eine
Shannon-Formel sh(G, B’,C’), fur die ebenfalls sh(G, B',C") < sht (G, B',(’) gilt. Wichtig
ist in diesem Fall die Induktionsverankerung B = C. Betrachten wir die Definition von
conv., SO ist offensichtlich, dal? wir genau im Falle von unnegierten atomaren Formeln
und im Falle von V-quantifizierten Formeln den Junktor sh durch sh™ ersetzen durfen.
Insbesondere gilt damit, dall conuvt(5) eine zu conv,(5) logisch aquivalente Formel
konstruiert.

Korollar 3.30 (Negative Auftreten von v-Graphen kdnnen eliminiert werden)
Fir alle 5 in SNF* gilt:

(1) convt(S) & conv,(S5)

(2) DNFy(convi(55)) < DNFq(conv,(5))

BEWEIS

(1) folgt per Induktion aus Lemma 3.29. Eine andere Moglichkeit, dies zu zeigen, ist der
Nachweis, daf fur alle 5 in SNF* gilt: § < convt(5). Dies ist ebenfalls einfach: Wie
beim Beweis fur conv., zeigt man zunachst, daB die Distributivitat sh*(A,B,C) o D <
sht(A,BoD,CoD)furo € {A,V} gilt. Mit struktureller Induktion beweist man damit
leicht die Korrektheit der Kompositionsregeln (RER,) und (REPA) fur alle Formeln aus
SH*, woraus wieder per Induktion S < conut (.5) folgt.

(2) ist eine triviale Folge von (1), denn fir alle § € SHT gilt S < DNF(S). .

Wir dirfen also in Schritt 1.(b) aus Definition 3.20 conv,, durch convt ersetzen, oder was
gleichbedeutend ist, weiterhin conv., verwenden und negative Auftreten von y-Graphen
in 1-Pfaden fur die Beweissuche ignorieren.

Vollstandigkeit des Beweisverfahrens mit selektiven Erweiterungen

Wir mussen zeigen, daB fur jeden unerfullbaren Satz 5 mit dem Verfahren der selek-
tiven Erweiterungen ein v-Graph S, konstruiert werden kann, der fur eine gewisse
Substitution o geschlossen ist. Dazu verwenden wir eine faire Erweiterungsstrategie, die
gewahrleistet, daB im Laufe des Verfahrens mit allen moglichen v-Untergraphen auf
allen Pfaden beliebig oft erweitert wird.

Eine solche Erweiterungsstrategie vorausgesetzt, konnen wir dann zeigen, daB es einen
geschlossenen vy-Graph S, gibt, sofern 5 unerfullbar ist.
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Definition 3.31 (Erweiterungsstrategie)

Eine Erweiterungsstrategie ES ist eine Vorschrift, die zu einem v-Graphen §;, der mittels
~-Extension erweitert werden kann, eindeutig einen Folgegraphen, die selektive Erweiterung
Siy1= S Lﬁj” von &, angibt. Dazu muB durch ES ein 1-Knoten von S; mit Pfad 7 und ein
v-Untergraph ¥z G(z) € « festgelegt werden. Falls S; keine v-Untergraphen enthalt, so liefert
ES das Ergebnis “ keine Erweiterung moglich” und bricht die Folge ab.

Damit nun tatsachlich alle v-Untergraphen eines v-Graphen “zum Zuge kommen” benoti-
gen wir eine Erweiterungsstrategie, die fair ist:

Definition 3.32 (Faire Erweiterungsstrategie)
Eine Erweiterungsstrategie ES heif3t fair, wenn zu jedem Satz 5 fur die mit ES konstruierte
Folge conv,, () = So,S1,S2, ... gilt:

Mit jedem v-Untergraphen Vz G(z ), der in einem 1-Pfad von §; auftritt, wird im weiteren Verlauf
der Folge S;4+1, Siy2, - . . beliebig haufig erweitert und zwar auf allen 1-Pfaden, auf denen Vz G(z)
auftritt.

In den 1-Pfaden eines mit conv, bzw. conv;r konstruierten v-Graphen konnen selbst
wieder y-Untergraphen auftreten. ~-Graphen besitzen also eine “hierarchische Ver-
schachtelungsstruktur”. Im nachfolgenden Beweis benotigen wir diese an einer Stelle
als Ordnung fur einen Induktionsbeweis. Zu diesem Zweck definieren wir

Definition 3.33 (v-Grad)
Der v-Grad deg(S) eines v-Shannon-Graphen § ist wie folgt definiert:

0 wenn § € Forag U {0, 1}
deg(S) =< max(deg(A),deg(B),deg(C)) wennS = sh(A,B,C)
deg(G(z)) +1 wenn § = Vz G(x)

Nach dieser Definition hat jedes Element eines 1-Pfades von G(z ) einen kleineren y-Grad
als Vo G(2).® Nun sind wir geristet, den Vollstandigkeitssatz anzugehen:

Satz 3.34 (Vollstandigkeit des Beweisverfahrens mit selektiven Erweiterungen)
Sei ES eine faire Erweiterungsstrategie und Sy der initiale Graph eines Satzes 5. Dann
gilt:

Wenn 5 unerfullbar ist, dann gibt es in der Folge der mit ES konstruierten
selektiven Erweiterungen einen Graphen §,,, der geschlossen ist.

Der Beweis verlauft im wesentlichen analog zum Beweis der Vollstandigkeit des Tableau-
Verfahrens mit freien Variablen in [Fitting, 1990, Seite 179ff].

Im nachfolgenden Beweis spielen o0-Pfade keine Rolle. Daher sind, wenn wir von Pfaden
reden, immer 1-Pfade gemeint. Um von unendlichen Pfaden reden zu konnen, mufiten

80.B.d.A. gehen wir im nachfolgenden Beweis davon aus, daf in jedem y-Untergraphen ¥z G(z) nur eine
Variable = gebunden ist.
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wir strenggenommen die Definition der 1-Pfade durch DNF; abandern. Da es offensicht-
lich ist, wie diese unendlichen Pfade gebildet werden, verzichten wir auf eine formale
Definition.

BEWEIS (Satz 3.34)
Wir zeigen: Ist kein §,, der mit ES konstruierten Folge Sy, S1, - - . geschlossen, so ist Sy
erfullbar und, weil So und S erfullbarkeitsaquivalent sind, damit auch S erfullbar.

Enthalt So mindestens einen y-Untergraphen g, so ist die Folge Sp, S1, . . . unendlich. An-
dernfalls liegt ein aussagenlogischer Shannon-Graph &g vor. Ist dieser nicht geschlossen,
so folgt mit Korollar 2.12, daR & erfullbar ist und wir sind fertig.

Sei nun also die Folge Sg,S1, - .. unendlich und kein §; geschlossen. Da ES exakt vor-
schreibt, wie S;11 aus S; entsteht, kann man diese Folge als Approximation an einen
unendlichen Shannon-Graphen S auffassen.

Angenommen S ware fiir eine Substitution o geschlossen. Dann kann jeder unendliche
Pfad von S unterhalb der jeweiligen AbschluBliterale “abgeschnitten” werden. Man
erhalt so einen mit o geschlossenen Shannon-Graphen S”, in dem jeder Pfad endlich
ist. Da S~ einen endlichen Verzweigungsgrad hat, ist S~ nach Konigs Lemma!® selbst
endlich und damit ein Teilbaum eines Shannon-Graphen S,, der mit ES konstruierten
Folge. Dann ist aber auch S,, mit ¢ geschlossen, im Widerspruch zur Annahme, dal? kein
~v-Graph der Folge geschlossen ist. Also istS fiir keine Substitution o geschlossen.

Im folgenden sei 71, 72, . . .eine Aufzahlung der Pfade von Sundty, iy, .. .eine Aufzahlung
der Terme des Herbrand-Universums l{g . Schlielich sei X ; . diejenige freie Variable,
die bei der :-ten y-Extension mit dem v-Untergraphen G; von Sy auf dem Pfad 7; neu
eingesetzt wurde. Wir betrachten nun die spezielle Substitution o : X; ; . — ;.

Da So nicht geschlossen ist, gibt es einen Pfad 7,0 von So, der nicht geschlossen ist.
Wir zeigen nachfolgend, daR 7,,c ein Modell M hat. Damit ist dann der Beweis erbracht,
daB Sy erfullbar ist; denn 7, ¢ enthalt als “Anfangsstuck” einen 1-Pfad roc von Spo. Da
7o keine freien Variablen enthalt, gilt dann auch M | mp und somit M = Sy und die
Erfullbarkeit von Sy ist bewiesen.

Wir konstruieren das Modell M = <USO, I;7) als Herbrand-Modell uber dem Universum
Ug, von So auf folgende Weise:

I ist eine Herbrand-Interpretation, d.h. I (¢) = ¢ furalle ¢ € Ug .

Weiter setzen wir fur alle Pradikatensymbole P und alle Tupel von Termen ¢ aus Ug,_

IR I

Wir zeigen nun durch Induktion uber den v-Grad, daf M Modell aller Formeln F' € 7,0
ist und somit von 7, 0.

deg(F)=0:
Dann ist F ein Literal, und die Behauptung gilt nach Definition von M.

Ysiehe z.B. [Fitting, 1990, Seite 23ff] fur einen Beweis.
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deg(F)=n+1:

Wir nehmen an, daB fur alle Formeln F’ € 7,,0 mit deg(F’) < n die Behauptung
bereits gezeigt wurde.

Nach Korollar 3.30 enthalt 7,,0 neben Literalen nur positive Auftreten von ~-
Untergraphen. Damit ist also F' = Va G,(«) einer der y-Untergraphen von So. S
wurde mit der fairen Erweiterungsstrategie ES konstruiert, also wurde auf 7, fur
alle ¢ € IN mit G,(X;,,,) erweitert. Dann enthalt 7, aber auch fur jede dieser
Erweiterungen G, (X, , ,) einen der 1-Pfade von G,(X;, ). Sei 7/ (X;, ) dieser

1-Pfad von G, (X, ; ,,.).

Esist also (7} (X;,m))o € T,0. Jedes Element von (77 (X, ,,))o ist entweder ein
Literal oder ein weiterer v-Untergraph, jedenfalls eine Formel vom ~-Grad < n.
Also gilt nach Induktionsvoraussetzung: M = (7} (X, ))o. Da 7/ (X, ,,) ein 1-
Pfadvon G, (X;, ) ist, gilt M = (G, (X; ,»))o und wegen (X, , ., )o = t; schlieRlich
auch M |= G,(t;) fur alle i € IN. Damit haben wir gezeigt, daB fur alle Terme ¢ von
Ug, gilt: M |= G,(t) und so auch M [= Y G, ().

3.6 Realisierung des Verfahrens der selektiven Erweiterungen

Wir haben im vorangegangenen Abschnitt gezeigt, dal zu jedem unerfullbaren Satz 5
mit Hilfe einer fairen Erweiterungsstrategie ein Shannon-Graph §,, gefunden werden
kann, der fur eine Substitution o geschlossen ist.

Im folgenden erlautern wir, wie in einer realen Implementierung der geschlossene
Shannon-Graph tatsachlich bestimmt werden kann. Die vorgestellte Beweisprozedur
bildet die Grundlage des im Rahmen dieser Arbeit entstandenen Beweisers SHARE,
dessen konkrete Implementierung im sich anschlielenden Kapitel 4 beschrieben wird.

Das Verfahren der maximalen Erweiterungen stellt einen Spezialfall der selektiven Er-
weiterungen dar, bei dem der initiale Graph der einzige v-Graph ist. Aus diesem Grunde
gelten die nachfolgenden Erlauterungenin entsprechend vereinfachter Form auch fur das
Verfahren der maximalen Erweiterungen.

3.6.1 Die Beweisprozedur fur selektive Erweiterungen

Abbildung 3.5 zeigt die Grobstruktur der Beweisprozedur fur das Verfahren der se-
lektiven Erweiterungen (Definition 3.20) in Prolog-ahnlicher Notation: Die wahrend
der Vorverarbeitung notwendigen Schritte 1.(a) und 1.(b), d.h. das Bilden der Negations-
Normalform, die Skolemisierung x und die Konvertierung in den initialen Shannon-
Graphen Sy lassen sich zusammenfassen und sind mittels des in Abschnitt 4.2.3 be-
schriebenen Prolog-Pradikats convert realisiert.

Das Pradikat cl osed( S, ) hat Erfolg, wenn alle Fortsetzungen des Teilpfades = mit 1-
Pfaden aus S geschlossen werden konnen, d.h. wenn 7 AS unerfullbar ist. = reprasentiert
eine partielle Interpretation, die alle in 7 auftretenden Formeln wahr macht, wodurch
sich “Einschrankungen” fur die moglichen Modelle von S ergeben.
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Algorithmus 3

unsati sfiabl e(S) :-
convert(95,Sy),
cl osed(So,{}).

cl osed(o,n).
cl osed(1,n) :-
sel ect ed- y- graph(r,Gs.),
cl osed( G, ) .
cl osed( sh(At,B,C), ) :-
(cl osed_pat h(7,—At) ;cl osed(B,7U-A4t)),
(cl osed_pat h(«, At) ;cl osed(C,x U At)).
cl osed( sh(!,B,C), ) -
cl osed( B, ),
cl osed(C,r).
cl osed( sh(VzG(x),B,C), ) :-
cl osed( B, ),
closed(C,mUVaG(z)).

Abbildung 3.5: Die Beweisprozedur fur selektive Erweiterungen
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Zu Anfang wird cl osed mit dem initialen Graphen Sy und leerem Pfad { } aufgerufen.

Fur die eigentliche Beweissuche durchlauft cl osed den Graphen S, mit Tiefensuche,
wobei der Graph an 1-Knoten durch ~-Extensionen erweitert werden kann. Wir haben
folgende Falle fur cl osed( S, x) zu unterscheiden:

1. §=0

Pfade, die in 0 enden, reprasentieren keine Modelle der Ausgangsformel, sind also
“automatisch” geschlossen.

2.8=1

Sind wir an einem 1-Blatt angekommen, so konnte der Pfad = bisher nicht geschlos-
sen werden. Es gibt zwei Falle zu unterscheiden:

2.1 = enthalt keine v-Untergraphen.
Dann scheitert sel ect ed- v- gr aph und somit auch der Versuch, die Un-
erfullbarkeit von 5 zu beweisen. In diesem Fall ist = ein Modell der Aus-
gangsformel, denn = besteht aus einer konsistenten Menge von variablen-
freien Literalen. = ist variablenfrei, da der initiale Graph S; ein Satz ist, also
selbst keine freien Variablen enthalt und diese nur durch Anwendung einer
v-Extension auf einen Pfad gebracht werden konnen.

2.2 « enthalt mindestens einen y-Untergraphen.

Mit sel ect ed- v- gr aph wird ein vy-Untergraph G,.; von = ausgewahlt und
anschlieend durch Aufruf von cl osed( G,.;, 7) versucht diesen zusammen
mit = abzuschlieRen. Dies entspricht der v-Extension des Pfades = mit G,.;.

3. 8 = sh(At, B,C)

An einem Literal-Knoten, der die atomare Formel At enthalt, gehen wir folgender-
malden vor:

3.1 Zunachst wird durch den Aufruf von cl osed_pat h( =, —At) versucht, den
negativen Ausgang zum Untergraphen B abzuschliel3en. Es gibt wiederum
zwei Falle:

3.1.1 Enthalt = ein mit At unifizierbares Literal, so wird die durch die Unifika-
tion gegebene Substitution ¢ auf den gesamten Graphen angewendet und
damit der negative Ausgang zu B geschlossen.

3.1.2 Andernfalls wird durch Aufruf von cl osed( B, U = At) versucht, den
Untergraphen 5 mit dem um - At erweiterten Pfad abzuschlieRen.

3.2 Konnte der negative Ausgang von sh(At, 5,C) geschlossen werden, so wird
auf analoge Weise versucht, den positiven Ausgang zu € abzuschlief3en.
4. § = sh(1,B,C)

Der CuTt-Shannon-Graph sh(!, B,C) ist logisch aquivalent zur Disjunktion BVC, ist
also geschlossen, wenn sowohl B als auch C geschlossen sind. = wird hierbei nicht
erweitert.

5. sh(VzG(2),B,C)
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Dieser Graph ist geschlossen, wenn sowohl der negative Ausgang B mit 7 als
auch der positive Ausgang C mit dem um VazG(z) erweiterten Pfad geschlossen
werden kann. Wie im theoretischen Teil gezeigt, konnen wir darauf verzichten,
den negierten y-Graphen —VzG(x) in den Pfad durch den negativen Ausgang B mit
aufzunehmen. Gelangen wir dagegen nachfolgend an ein 1-Blatt von C, so ist an
diesem nun eine y-Extension mit G moglich.

Um die Vollstandigkeit des Verfahrens sicherzustellen, mussen wir zum einen gewahr-
leisten, dall mit jedem ~-Untergraphen auf jedem Pfad beliebig oft erweitert werden
kann und zum anderen, dal? mit den Substitutionen, die einzelne Pfade abschlieflen, der
gesamte Graph geschlossen werden kann.

Recht einfach ist es, die faire Auswahl eines y-Untergraphen mit sel ect ed- y- gr aph
in Schritt 2.2 zu realisieren. Hierzu verwenden wir sogenannte “y-Zahler”, in denen fur
jeden v-Untergraphen festgehalten ist, wie oft mit diesem auf dem aktuellen Pfad bereits
erweitert wurde. Eine faire Auswahl durch sel ect ed- +- gr aph ist sichergestellt, wenn
immer mit dem y-Untergraphen erweitert wird, der den kleinsten Zahlerstand hat.

Schwerwiegender ist dagegen das Problem, dafl wir im allgemeinen nicht wissen, wel-
che der in Schritt 3.1.1 moglichen Substitutionen zum Abschluf} des Pfades = die fur den
AbschluB des Gesamtgraphen “richtige” ist. Diesem Problem sind wir im Vollséndig-
keitsbeweis in Abschnitt 3.5.3 aus dem Wege gegangen, indem wir solange keine Sub-
stitution angewendet haben, bis ein v-Graph S,, mit der dort verwendeten Substitution
o X;;k — t; geschlossen war. In der beschriebenen Beweisprozedur mussen wir uns
in Schritt 3.1.1 fur eine schlieRende Substitution entscheiden. Im ungunstigsten Fall
verhindern wir durch Anwendung der “falschen” Substitution, dal ein anderer Pfad
7' geschlossen werden kann. Die Erweiterung von 7’ mittels y-Extensionen fuhrt so
unweigerlich in eine “unendliche Sackgasse”.

In der vorliegenden Implementierung wurde dieses Problem mittels “iterierter, be-
schrankter Tiefensuche” (iterative deepening) gelost. D.h. wir geben eine Konstante K,
das sogenannte “y-Limit”, vor und erlauben fur jeden Pfad = und jeden darin vorkom-
menden ~-Untergraphen G eine hochstens K —malige y-Extension von = mit G. Wenn
in Schritt 2.2 auf dem nicht geschlossenen Pfad = das -Limit fur jeden v-Untergraphen
von r erreicht ist, so scheitert sel ect ed- v- gr aph, und es tritt Backtracking auf. Als
Folge hiervon werden die in Schritt 3.1.1 getroffenen Entscheidungen zurickgenommen
und andere Substitutionen, die den Pfad schlief3en, ausgewahit.

Verwendet man iterativ immer grofRere ~-Limits, so wird schlieBlich, sofern die Aus-
gangsformel unerfullbar war und die Zeit- und Speicherressourcen dies erlauben, ein
geschlossener Graph gefunden.

3.6.2 Kompilierung von v-Shannon-Graphen

Die vorgestellte Beweisprozedur kann nun realisiert werden, indem man auf einer expli-
ziten Datenstruktur des initialen Graphen Sg arbeitet.

Allerdings ist es wie schon im aussagenlogischen Fall vorteilhaft, die kompakte Struktur
eines Shannon-Graphen auszunutzen, um die Beweissuche direkt in eine Programmier-
sprache zu “kompilieren”. Durch die Verwendung einer solchen Ubersetzungstechnik
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lassen sich deutliche Verkurzungen der Laufzeit fur die Beweissuche erzielen. Der Uber-
setzungsvorgang eines v-Graphen verlauft ahnlich wie im aussagenlogischen Fall:

Fur jeden Nichtterminal-Knoten des initialen Graphen, d.h. fur jeden Literal-, CuT- und
~-Knoten erzeugen wir in einem weiteren Vorverarbeitungsschritt, der Kodegenerierung,
genau eine Prolog-Klausel. Die Kodegenerierung kann auf folgende Art und Weise
geschehen:

Zunachst wird der initiale Graph Sy durchlaufen und fur jeden Literal-, CuT- und ~-
Knoten die entsprechende Prolog-Klausel generiert. Die in einem ~v-Knoten auftauchen-
den ~-Untergraphen werden wahrend dieses Durchlaufs in einer Liste aufgesammelt
und anschlieBend selbst der Kodegenerierung zugefuhrt. Beginnend mit dem initialen
Graphen, der den groRten v-Grad hat, bis zu den y-Graphen mit y-Grad 0, die selbst keine
weiteren y-Untergraphen mehr enthalten, werden damit sukzessive alle v-Untergraphen
besucht.

Die Anzahl der Klauseln des so generierten Prolog-Programms ist proportional zur Lange
der Ausgangsformel 5* in (skolemisierter) Negations-Normalform:

FUr jede atomare Teilformel von 5* enthélt Sy einen Literal-Knoten, zusatzlich fir jede
v-quantifizierte Unterformel von $* einen y-Knoten und schlieBlich fir die mittels CuTt
aufgelosten Disjunktionen (siehe Abschnitt 2.4) einen CuT-Knoten.

Die Funktionalitat einer generierten Prolog-Klausel entspricht dem Verhalten einer der
letzten drei Klauseln des cl osed-Pradikats aus Abbildung 3.5. Dies stellt eine gewisse
Umkehrung des Verhaltens gegenuber den Klauseln dar, die wir fur aussagenlogische
Shannon-Graphen erzeugt haben: Im aussagenlogischen Fall hatte eine generierte Klau-
sel Erfolg, wenn es eine konsistente Erweiterung des aktuellen Teilpfades zu einem 1-Blatt
gab. Nun sind wir jedoch an inkonsistenten, d.h. geschlossenen Pfaden interessiert. Also
hat eine Klausel fur einen Nichtterminal-Knoten Erfolg, wenn sowohl der Untergraph
am negativen Ausgang, als auch der am positiven Ausgang geschlossen werden kann,
wobei wir zum Abschlul die Literale des aktuellen Teilpfades benutzen durfen.

Der Kopf einer generierten Klausel hat prinzipiell folgenden Aufbau:
node( Id, Path, v-Count, VarBinding)

Id ist wie im aussagenlogischen Fall der Knoten-Bezeichner des zugehorigen Nichtter-
minal-Knotens. Jeder Teilpfad kann Literale und v-Untergraphen enthalten. Erstere
benutzen wir zum Abschlul von Pfaden, wahrend letztere lediglich festhalten, welche
v-Extensionen auf dem aktuellen Pfad moglich sind. Aus technischer Sicht ist es daher
sinnvoll, diese beiden Teilmengen eines Pfades getrennt zu reprasentieren:

Die Literale eines Pfades stellen wir durch eine Datenstruktur Path dar, die nun keine feste
maximale Lange mehr hat, sondern durch vy-Extensionen beliebig erweitert werden kann.
In v-Count speichern wir fur jeden v-Untergraphen des initialen Graphen, ob dieser auf
dem aktuellen Teilpfad auftritt und wenn ja, wie oft mit diesem bereits erweitert wurde.

SchlieRlich mussen die aktuellen Bindungen der im Shannon-Graph auftretenden freien
Variablen an die Prolog-Klausel ubergeben werden. Hierzu benutzen wir eine Daten-
struktur VarBinding.

Nachdem erlautert wurde, wie sich das Verfahren der selektiven Erweiterungen allge-
mein implementieren lal3t, wird im nachsten Kapitel die konkrete Implementierung des
im Rahmen dieser Arbeit entstandenen Beweissystems SHARE beschrieben.



Kapitel 4

Die Implementierung des Beweisers
SHARE

Die Implementierung des pradikatenlogischen Beweisers SHARE! erfolgte in Quintus-
Prolog? und besteht aus einer Anzahl von Modulen, deren wichtigste in Abbildung 4.1
jeweils zusammen mit den zentralen exportierten Pradikaten dargestellt sind. Die Mo-
dulstruktur wurde so gewahlt, dal} gegenwartige und zukunftige Varianten und Er-
weiterungen des Beweisverfahrens moglichst einfach zu integrieren sind. Nach einem
Uberblick uber das System folgen Erlauterungen zu den wichtigsten verwendeten Da-
tenstrukturen, sowie Einzelbeschreibungen der Module.

Benutzer
prove/1
Main
cccccc t/4 compile_sh/2 close_sh

Convert Compile RUN

gen_codex close/2
construct_x cxtend/3
Construct GenCode RunLib

Abbildung 4.1: Aufruf-Abhangigkeiten der wichtigsten Module von SHARE

Abbildung 4.1 zeigt die Aufruf-Abhangigkeiten fur die wichtigsten Module von SHARE .
Das Hauptmodul Main benutzt die Module Convert, Compile und Run, um die einzelnen
Schritte des Beweisverfahrens zu realisieren. Gleichzeitig stellt Main die Schnittstelle des
Systems zum Benutzer in Form einer erweiterten Prolog-Shell dar. Innerhalb dieser gibt
der Benutzer durch Anfragen der Art ?- <command>. Kommandos an das System.

1S H.Annon-Graph Refutation Systém
2[Quintus Computer Systems, Inc., 1990]

63
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Die Aufgabe von Convert ist es, eine gegebene Formel in einen Shannon-Graphen um-
zuwandeln. Dazu bedient sich Convert eines der Construct-Module, die fur die verschie-
denen Konstruktionsvarianten existieren. Compile bedient sich seinerseits Gen_Code, um
aus dem erhaltenen Shannon-Graphen ein Prolog-Programm zu erzeugen. Dieses lauft
innerhalb des Moduls Run ab. Wahrend der Beweissuche benotigt Run zusatzlich Funk-
tionen zum Abschlu und zur Erweiterung von Pfaden, die von RunLib zur Verfugung
gestellt werden.

Um verschiedene Strategien zum Abschlufl von Pfaden zu realisieren, mussen lediglich
die von RunLib exportierten Pradikate neu geschrieben werden. Soll dagegen eine andere
Zielsprache als Prolog fur die Ubersetzung von Shannon-Graphen Verwendung finden,
so geniigt im wesentlichen die Anderung des Moduls Gen_Code.

4.1 \Verwendete Datenstrukturen

4.1.1 Reprasentation von Shannon-Graphen

Terminal-Knoten o und 1
werden als Prolog-Konstanten f al se undt r ue dargestellt.

Literal-Knoten sh(A, B,C)
wobei A eine atomare Formel ist, stellen wir durch einen Term der Form
e sh(Id,A,ShB,ShC)

dar. Dabei ist Id eine naturliche Zahl, die diesen Knoten in eindeutiger Weise
bezeichnet, 2B und ShC sind die entsprechenden Prolog-Darstellungen fur B
undC.

Cut-Knoten sh(!, 5,C)
werden in naheliegender Weise als
e sh(7d,!,ShB, ShC) reprasentiert.
v-Knoten sh(VzG(z), B,C)
schliellich haben die Form
e sh(ga(ld,Vars), GaSh,ShB,Sh() .

Der Konstruktor ga/ 2 zeichnet den Knoten als y-Knoten mit dem Bezeichner Id
und der Liste von V-quantifizierten Variablen Vars aus. Anstelle der atomaren
Formel steht nun die Reprasentation Ga.Sh des v-Untergraphen G.

4.1.2 Reprasentation von Pfaden

In den Pfaden eines y-Graphen treten zum einen Literale und zum anderen y-Untergraphen
auf. Es ist zweckmaRig diese beiden Teilmengen eines Pfades getrennt zu reprasentieren.

Die Information, ob ein v-Untergraph auf einem Pfad auftritt und, wenn dies der Fall ist,
wie oft mit ihm erweitert wurde, speichern wir in einer gesonderten Datenstruktur, dem
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v-Zahler. Als Pfad bezeichnen wir dann im folgenden speziell die Teilmenge der Literale
des Gesamtpfades.

Beim aussagenlogischen Beweiser konnten wir Pfade als Prolog-Term path/n fester Stel-
ligkeit » darstellen, wobei jeder aussagenlogischen Variablen eine bestimmte Stelle in
path/n zugeordnet war. Da im Falle der Pradikatenlogik Pfade durch die Anwendung
von y-Extensionen beliebig lang werden konnen, mussen wir die Darstellung nun da-
hingehend erweitern.

Eine sehr haufige Operation auf Pfaden ist der Versuch des Abschlusses mit einem Literal
L, d.h. es wird in einem Pfad = ein zu I komplementares Literal & gesucht, das mit L
unifizierbar ist. Hier kann durch eine geeignete Darstellung von = einiger Suchaufwand
von vornherein vermieden werden. Dazu stellen wir 7 in folgender Form dar:

ﬂ:path(Ll_/Lil_,Lz_/L;,,L;/L;)

Unter Berucksichtigung der Stelligkeit wird jedem Pradikatensymbol P eine bestimmte
Position 7 in = zugeordnet. Diese Zuordnung wird wahrend der Konstruktion eines
Shannon-Graphen mit conv durch das Pradikat pred_pos/1 geschaffen und ist fur die
nachfolgende Kodegenerierung verfligbar.® Die negativen Auftreten von Literalen mit
dem Pradikatensymbol P speichern wir in der Liste Z-, die positiven in der Liste L.

Soll wahrend der Beweissuche der Pfad = mit dem Literal I abgeschlossen werden, und
ist P, das zu L gehorende Pradikatensymbol, dann kommen nur noch die Literale aus
L7 bzw. L} (in Abhangigkeit vom Vorzeichen von L) als AbschluRkandidaten in Frage.
Sowohl : als auch das Vorzeichen von L sind bereits zum Zeitpunkt der Kodegenerierung
verfugbar.

4.1.3 Reprasentation von Variablen

Die Anzahl k der V-quantifizierten Variablen eines Shannon-Graphen ist uns ebenfalls
nach der Vorverarbeitung durch conv bekannt.* Damit kdnnen wir mit jeder dieser
Variablen eine Position im sogenannten Variablen-Vektor assoziieren. Dieser wird in
Form des &-stelligen Prolog-Terms

vars(Vy, Vo, -+, Vi)

dargestellt.

Bei “Eintritt” in einen y-Untergraphen VaG(2) mussen wir eine neue freie Variable X an
der entsprechenden Stelle im Variablen-Vektor erzeugen. Die “alte Bindung” einer fruhe-
ren v-Extension mit VaG(x) bleibt innerhalb der Literale des aktuellen Pfades pat h(...)

erhalten. Seiz mitder Position < im Variablen-Vektor assoziiert. Dann wird eine neue freie
Variable fur z durch Einsetzen einer neuen und damit ungebundenen Prolog-Variablen

an der i-ten Stelle erzeugt. Bindungen konnen nachfolgend durch Instantiierung dieser
Prolog-Variablen erzeugt werden. Durch die Weitergabe des Variablen-Vektors im Kopf
der generierten Prolog-Klauseln werden die Variablenbindungen der aktuellen Exten-
sionen uber verschiedene solcher Klauseln hinweg wirksam (anhand des Beispiels 4.1

Spred_pos/1 speichert diese Zuordnung mit Hilfe eines dynamischen Pradikats
pr ed_pos(Pred_symbol, Arity, Position).
“Siehe in Abschnitt 4.2.3 die Behandlung einer Y-quantifizierten Unterformel.



66 KAPITEL 4. DIE IMPLEMENTIERUNG DES BEWEISERS SHARE

auf Seite 76 wird eine genauere Erklarung fur die Behandlung von Variablenbindungen
gegeben).

Wenn sich im Laufe der Beweissuche Instantiierungen als “falsch” herausstellen, werden
diese durch das Prolog-Backtracking automatisch rickgangig gemacht.

414 ~-Zahler

Schlief3lich ist auch die Anzahl der y-Untergraphen eines Shannon-Graphen nach abge-
schlossener Vorverarbeitung eine bekannte GroRBe. Zur Laufzeit werden fur den gerade
untersuchten Pfad eine Reihe von y-Zahlern in Form eines v-Vektors mitgefuhrt, in dem
die Anzahl der Aufrufe von v-Untergraphen festgehalten wird. Diese Information ist fur
die faire Auswahl bei einer v-Extension an einem 1-Knoten notwendig. Die Darstellung
des y-Vektors bei m vorhandenen ~v-Untergraphen ist

ga(G17 G27 o 7Gm)
G; — 1 gibt an, wie oft mit dem ~-Untergraphen G; auf dem aktuellen Pfad bereits

erweitert wurde. Ist G; = 0, so taucht G; auf dem aktuellen Pfad uberhaupt nicht auf,
eine Extension mit G, ist dann nicht erlaubt.

4.2 Beschreibung der wichtigsten Module

421 Main

Dieses Modul stellt die Schnittstelle von SHARE zum Benutzer dar. Die wichtigsten
Pradikate sind:

o prove(+KB_File)
e prove.i nc( +KB_File)
e prove_fil e( +KB_Collection_File)
KB_File ist die sogenannte Wissensbasis, die eine Menge von Axiomen { Az1, ..., Az, } und

eventuell ein Theorem 7'/ enthalt. Durch die Anfrage ?- pr ove( KB_File) wird versucht,
die Gultigkeit von

{Azq,..., Az, } ETh
durch Nachweis der Inkonsistenz von
Az A . NAz, A-Th

zu beweisen. Die Syntax der Wissensbasis entspricht im wesentlichen der des Tableaux-
Beweisers 3TAP und ist z.B. in [Hahnle et al., 1992] beschrieben. Da die bestehende
Implementierung von SHARE keine Sorten verwendet, werden die entsprechenden De-
klarationen ignoriert. Zusatzlich kann eine Wissensbasis Anweisungen der Form
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1 - KB_Goals.

enthalten. Die Prolog-Ziele KB_Goals werden wahrend des Ladens der Wissenbasis aus-
gefuhrt.

Durch die Anfrage ?- prove_i nc(+KB_File) wird zunachst das y-Limit auf 1 gesetzt
und dann versucht, das durch die Wissenbasis +KB_File gegebene Problem zu beweisen.
Nach jedem gescheiterten Versuch wird das v-Limit um 1 erhoht und anschlieffend erneut
ein Beweisversuch unternommen.

Haufig mochte man eine ganze Reihe von Problemen nacheinander beweisen, etwa
um die Auswirkungen verschiedener Schalterstellungen, Heuristiken usw. zu untersu-
chen. Dazu erzeugt man eine Datei KB_Collection_File, die durch Aufruf des Kommandos
?-prove_fil e( KB_Collection_File) abgearbeitet wird. Dabei konnen die Ergebnisse der
Beweislaufe automatisch in einer Tabelle zusammengestellt werden.

Folgende Anweisungen sind zulassig:

: - KB_Collection_Goals.
Fuhrt die Prolog-Ziele KB_Collection_Goals aus. Insbesondere konnen so Schalter
fur die nachfolgenden Beweise gesetzt werden.

prove( KB_File) .
Lost einen Aufruf des gleichnamigen Pradikats und so den Beweis der Wissensbasis
KB_File aus.

4.2.2 Input
Stellt dem Hauptmodul Main die Funktion
¢ | oad_axi ons( +KB_File, -Formula)

zur Verfugung. Formulaist die zu widerlegende Formel, die aus der Wissensbasis KB. File
durch Konjunktion der Axiome und, falls vorhanden, des negierten Theorems gebildet
wird.

4.2.3 Convert

Dieses Modul implementiert, zusammen mit einem der Construct-Module, die Funktion
conv : For—SH~. Es werden folgende Pradikate exportiert :

e convert (+Formel, -Sh, -Stat, -SkolFormel)

e conv( +Formel, -Sh, -F, -T, Stat, SkolFormel)
Die Hauptarbeit erledigt conv/ 6: Die gegebene Formel wird in einen Shannon-Graphen
Sh konvertiert, wobei anstelle der 0 und 1-Blatter die Prolog-Variablen F und T zuruckge-

liefert werden, um nachfolgende Einsetzungen zu ermoglichen. Wie schon im aussagen-
logischen Fall beschrieben®, bilden Sh/F/T eine Differenzstruktur. Stat liefert Information

5Siehe Abschnitt 2.3.2



68 KAPITEL 4. DIE IMPLEMENTIERUNG DES BEWEISERS SHARE

Uber die GroRe des zu Sh gehdrenden Binarbaumes Sh. Diese kann von Heuristiken
verwendet werden, um den potentiellen Suchraum (lokal) zu minimieren. Schlielich
liefert SkolFormel das Ergebnis der Skolemisierung der Ausgangsformel. Diese wird dem
Benutzer nur zur Information zuruckgegeben und spielt fur die Durchfuhrung des Be-
weises keine unmittelbare Rolle. Fur den Benutzer ist diese Formel jedoch interessant,
da sie logisch aquivalent zu Sh ist.

convert/ 4 bildet lediglich die Schnittstelle zum Hauptmodul Main und ruft nach ei-
nigen Initialisierungen conv/ 6 auf. Nachdem die Konstruktion des Shannon-Graphen
abgeschlossen ist, konnen fur die Blatter F und T Konstanten f al se undt r ue eingesetzt
werden:

convert ( Formula, Sh, Stat, SkolFormula) : -
convert_init,
conv( Formula, Sh, f al se, t rue, Stat, SkolFormula) .

conv/ 6 arbeitet folgendermafien: Wie im theoretischen Teil beschrieben, mussen wir
zunachst eine Negations-Normalform berechnen. Dies wird auf naheliegende Weise
erreicht, indem wir Negationen “nach innen ziehen”:

conv(-(A & B), ShAB, F, T, Stat, Skol ) :-
conv(-A v -B, ShAB, F, T, St at, Skol ).

conv(-(A v B),ShAB, F, T, Stat, Skol) :-
conv(-A & -B, ShAB, F, T, St at, Skol ).

conv(- ( A! B) ,ShAB,F,T,Stat, Skol) :-
conv(-A & -B, ShAB, F, T, St at, Skol ).

conv(-(A => B), ShAB, F, T, Stat, Skol ) : -
conv(A & -B, ShAB, F, T, St at, Skol ) .

conv(-(A <=> B), ShAB, F, T, Stat, Skol) :-
conv(A <=> -B, ShAB, F, T, St at, Skol ).

conv(-(forall(Vars) in For), Sh,F, T, Stat, Skol) :-
conv(exists(vars) in -For,Sh, F, T, Stat, Skol).

conv(-(exists(Vars) in For), Sh,F, T, Stat, Skol) :-
conv(forall(Vvars) in -For,Sh, F, T, Stat, Skol).

conv(- (- A),Sh,F T, Stat, Skol) :-
conv(A, Sh, F, T, Stat, Skol ).

Im Falle einer Konjunktion bzw. einer Disjunktion werden die entsprechenden Pradikate
des Moduls Construct aufgerufen:
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conv(A & B, ShAB, F, T, St at AB, Skol A & Skol B) : -
conv( A, ShA FA, TA, St at A, Skol A),
conv(B, ShB, FB, TB, St at B, Skol B),
construct _conj ( ShA, FA, TA, St at A,
ShB, FB, TB, St at B,
ShAB, F, T, St at AB) .

conv(A v B, ShAB, F, T, St at AB, Skol A v Skol B) : -
conv( A, ShA FA, TA, St at A, Skol A),
conv(B, ShB, FB, TB, St at B, Skol B),
construct _di sj (ShA, FA TA, Stat A,
ShB, FB, TB, St at B,
ShAB, F, T, St at AB) .

conv(A => B, ShAB, F, T, Stat, Skol) :-
conv(- A v B,ShAB, F, T, Stat, Skol).

Fur eine Formel mit CuT-Operator (A ! B) wird ein CuT-Knoten mit dem neuen Be-
zeichner | d und dem CuT-Symbol “! ” (anstelle der Bedingung) erzeugt. Ein solcher
CuTt-Knoten wird wahrend der Kodegenerierung gesondert behandelt. Die GroR3e des re-
sultierenden Shannon-Graphen in Baumdarstellung, d.h. die Anzahl der 0 und 1-Knoten
ergibt sich als Summe der GroRRen der Teilbaume fur A und B.

conv((A ! B),sh(Id,!, ShA ShB), F, T, s( ABOs, AB1s), (Skol A ! Skol B)): -
ctr_inc(1,1,1d), % new CUT- node
conv(A, ShA F, T, s(AOs, Als), Skol A),
conv(B, ShB, F, T, s(BOs, Bls), Skol B),
ABOs is AOs + BOs,
ABls is Als + Bls.

Die Konstruktion fur die Aquivalenz wird, da hier verschiedene Varianten moglich sind,
im Modul Construct vorgenommen.

conv(A <=> B, ShAB, F, T, St at, Skol ) :-
construct _eqv(A, B, ShAB, F, T, St at, Skol ).

Eine V-quantifizierte Formel foral | (Vars) in For wird in einen Term der Form
sh(ga(d d, Vs), Sh, F, T) umgewandelt. Dabei reprasentiert Sh den eigentlichen
v-Untergraphen von For, in dem die Blatter 0 und 1 bereits mit f al se und t r ue in-
stantiiert wurden. Die “Einbettung” von Sh in den gesamten Graphen ergibt sich durch
die Verweise auf den negativen bzw. positiven Untergraphen, die nachfolgend fur F
bzw. T eingesetzt werden konnen.
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conv(forall(Vvars) in For,sh(ga(dd,Vs),Sh,F,T),F T, Stat, Skol) :-
i nsert_vari abl es(Vars, For, For1, Vs0),
conv(For1, Shi, false, true, Stat, Skol),
(Shl = sh(ga(dd, Vsl), GaSh, f al se, true)
-> append(VsO, Vs1, Vs),

Sh = Gash

; ctr_inc(7,1,Add),
Vs = VsO0,
Sh = Shil

Zunachst werden alle Auftreten von Variablen aus Var s in For durch spezielle Prolog-
Terme der Form ‘ $VAR (1) ersetzt, dies erledigt i nsert_vari abl es/ 4. Die so
erhaltene Formel For1 wird mittels conv/ 6 in den ~-Untergraphen Shl konver-
tiert. War For selbst eine V-quantifizierte Formel, so ist Sh1l ebenfalls von der Form
sh(ga(d d, Vsl), Gash, f al se, true), und die beiden Untergraphen konnen zu-
sammengefallt werden. Diese Zusammenfassung entspricht der syntaktischen Vereinfa-
chung von VaVy(F') zuVz, y(F).

Fur die Kodegenerierung ist wichtig, welche Variablen in einem y-Untergraphen quanti-
fiziertsind; Vs enthalt diese Variablen in Form der zuvor eingesetzten Terme‘ $VAR (1) .

Bei einer 3-quantifizierten Formel entledigen wir uns des Existenzquantors mit Hilfe der
in Abschnitt 3.3 beschriebenen Skolemisierung %, d.h. wir ersetzen alle 3-quantifizierten
Variablen Var s in For durch Skolemfunktionen und rufen conv/ 6 fur die so erhaltene
Formel For 1 auf. Dabei ist zu beachten, daB For eventuell Terme * $VAR (1) enthalt,
die die V-quantifizierten Variablen innerhalb von For reprasentieren; diese sind gerade
die Argumente der Skolemfunktionen.

conv(exists(Vars) in For,Sh,F T, Stat, Skol) :-
skol em ze( Vars, For, For1),
conv(Forl, Sh,F, T, Stat, Skol ).

Im Fall einer atomaren Formel A konstruieren wir direkt den entsprechenden Term
sh(1d, A F, T). Dies ist die einzige Stelle, an der wir die “Locher” F und T fur nach-
folgende Einsetzungen explizit zuruckgeben. s( NOs, N1s) bezeichnet die Anzahl der
0 bzw. der 1-Knoten, wenn wir den Shannon-Graphen als Binarbaum deuten. Da NOs
und N1s sehr groR werden konnen,® mussen wir diese als FlieRkommazahlen darstellen.
pred_pos/ 1 ordnet dem Pradikatensymbol von A in eindeutiger Weise eine Position in
der Datenstruktur fur Pfade zu. Diese Zuordnung wird wahrend der Kodegenerierung’
benatigt.

conv(- A sh(ld, AT, F),FT,s(1.0,1.0),- A :-
atom c_formul a(A),
pred_pos(A),
ctr_inc(1,1,1d).

bSiehe 2.6.3
’Siehe 4.2.6, Seite 75
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conv(A, sh(ld,AFT),FT,s(1.0,1.0),A :-

atom c_formul a(A),
pred_pos(A),
ctr_inc(1,1,1d).

4.2.4 Construct

Wie schon im aussagenlogischen Fall wurden auch fur die Pradikatenlogik verschiedene
Varianten der Funktion conv implementiert.

Um die Implementierung ubersichtlich zu halten, wurden die verschiedenen Konstruk-
tions-Varianten aus dem Modul Convert ausgelagert, und es entstand eine Menge von
sogenannten Construct-Modulen. Der Benutzer von SHARE kann zur Laufzeit eines
dieser Module auswahlen, um so die verschiedenen Varianten vergleichen zu konnen.
Derzeit gibt es folgende Construct-Module:

consSh : Erzeugt Shannon-Graphen ohne CuT. Die Aquivalenz wird gemanR
conv(A < B) = conv((A—B)A(B—A))
aufgelost.
consShEq : Die Aquivalenz wird durch Einfiihrung eines CuT-Knotens aufgelost:
conv(A < B) := sh(l,conv(AAB),conv(~AA=B)).

Dies ist in der Regel gunstiger als die erste Variante, da die sich gegenseitig aus-
schlieBenden Falle AA B und —AA- B getrennt behandelt werden.

consShOpt : Wie consShEq, aufRer daR die Heuristik conv,,;,15 aus Abschnitt 2.5
zum Einsatz kommt.

consTab : Erzeugt CuTt-Shannon-Graphen, die als Tableaux aufgefalt werden
konnen und entspricht convy,;, aus Kapitel 2.

consTabAlphaOpt: Wie consTab, jedoch mit der conv,,_,;, entsprechenden Heuristik.

Die Schnittstelle nach auflen bilden folgende Pradikate, die von jedem der Construct-
Modul exportiert werden:

construct _conj (+ShA, +FA, +TA, +StatA,
+ShB, +FB, +TB, +StatB,
-ShAB, -F, -T, -Stat)

konstruiert die Konjunktion ShAB der Shannon-Graphen ShA und ShB. FA und TA
stehen fur die “Locher” in ShA, entsprechendes gilt fur FB,TB und FT.

construct _di sj (+ShA, +FA, +TA, +StatA,
+ShB, +FB, +TB, +StatB,
-ShAB, -F, -T, -Stat)

Konstruiert in analoger Weise die Disjunktion von ShA und ShB.
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e const ruct _eqv(+FormelA, +FormelB,
- ShAB, - F, - T, - Stat, - Skol )

Konstruiert den Shannon-Graphen ShAB zur Formel FormelA <« FormelB.
Die Parameter unterscheiden sich von den beiden obigen Fallen, da
bei der Aquivalenz zusatzliche Freiheitsgrade bei der Konstruktion be-
stehen. So konnte man die (meist ungunstige) Umformung nach
(FormelA— FormelB)A( FormelB— FormelA) durchfuhren oder aber einen Cut-
Knoten einfuhren und die Falle FormelAA FormelB sowie —FormelAAN—FormelB
getrennt behandeln.

425 Compile

Aufgabe dieses Moduls ist die Ubersetzung eines Shannon-Graphen in ein Programm,
das die Beweissuche im Shannon-Graphen durchfuhrt. Die eigentliche Kodegenerierung
wurde in das Modul Gen_Code ausgelagert. Dadurch ist das Modul Compile unabhangig
von der gewahlten Zielsprache. Die Schnittstelle nach auRen bildet das Pradikat

e conpi | e_sh( +Sh,+RunFile)

das aus dem Shannon-Graphen Sh eine Datei RunFile erzeugt, die das entsprechende
Programm zur Beweissuche enthalt. Wahrend des Ubersetzungsvorgangs wird fir jeden
Nichtterminal-Knoten von Sh genau eine Prolog-Klausel generiert. Da Shim allgemeinen
selbst y-Untergraphen enthalt, ist die Ubersetzung mehrstufig:

Wenn Sheinen~y-Knotender Formsh(ga( GId,Vars), ShG, ShB, ShC) enthalt, sowird
in einem ersten Durchlauf Kode erzeugt, der lediglich festhalt, wo in Sh der y-Untergraph
ShG eingesetzt zu denken ist, d.h. es werden die Kanten zu ShB und ShC im Programm-
kode festgehalten. Es wird jedoch noch kein Kode fur ShG erzeugt; stattdessen wird
ShG zusammen mit allen anderen Untergraphen in Sh in einer Liste aufgesammelt und
in einem nachfolgenden Durchlauf ubersetzt. Jeder dieser so aufgesammelten Untergra-
phen kann seinerseits wieder Untergraphen enthalten, die analog bearbeitet werden. Die
Verschachtelungstiefe entspricht genau derjenigen der V-quantifizierten Formeln in der
Negations-Normalform der Ausgangsformel. Diese wiederholteUbersetzung leistet das
Pradikat conpi | e_i t er at e/ 2, das die Hauptarbeit an conp/ 2 weiterdelegiert.

conpile_iterate([]).
conpile_iterate([ GaSh| More]): -
conp( GaSh, I nner Ganmas/[]),
conpile_iterate(Mre),
conpi l e_iterate(l nner Ganmas) .

conp( +Sh,-InnerGammas) Ubersetzt Sh und sammelt dabei die v-Untergraphen in der
Liste InnerGammas auf® In Abhangigkeit der Struktur von Sh sind folgende Falle zu
unterscheiden

81nnerGammas wird aus Effizienzgriinden als Differenz-Liste dargestellt.
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1. Shist ein “gewohnlicher” sh-Term, d.h. Darstellung eines y-Shannon-Graphen S.
Es gibt wiederum mehrere Falle

(@)

(b)

(©)

(d)

Ist S ein Terminal-Knoten, so ist nichts weiter zu tun; denn 0-Knoten erzeugen
grundsatzlich keinen Kode, wahrend der Kode fur einen 1-Knoten bereits vom
entsprechenden Vorganger-Knoten generiert wird.

conp(fal se, Gs/ Gs) .
conp(true, Gs/ Gs).

Ist die Wurzel von S ein Knoten fur den bereits Kode generiert wurde, so ist
ebenfalls nichts weiter zu tun. Dies abzufragen sichert, daf’ nicht der gesamte
Binarbaum traversiert, sondern fur jeden Nichtterminal-Knoten im Graphen
S genau einmal Kode erzeugt wird.

conp(sh(ld, , , ),Gs/Gs):-
al ready_conpil ed(1d),
.

Ist die Wurzel von § ein y-Knoten sh( ga( Gld,Vs) , GaSh,Sh0,Sh1) , so wird
fur diesen Kode generiert, und es werden rekursiv ShO und Shl Ubersetzt.
Wie bereits erwahnt wird fur GaSh zunachst noch kein Kode erzeugt. Statt
dessen wird GaSh in die Liste der noch zu bearbeitenden y-Untergraphen
aufgenommen.

conp(sh(ga(G d, Vs), GaSh, S0, S1),
[ sub_graph(G d, Gash, Vs) | More]/End) : -
gen_code_gama(G d,[], SO, S1),
conp( SO, Mor e/ Mor e2)
conp( S1, Mor e2/ End) .

CuT-Knoten und Literal-Knoten erzeugen uber die entsprechenden Aufrufe
des Moduls Gen_Code den gewunschten Programmkode. Die negativen und
positiven Nachfolger S0,S1 werden durch rekursive Aufrufe von conp/ 2 ab-
gearbeitet.

conp(sh(ld,!, S0, S1), More/ End) : -
gen_code_cut(1d,[], SO, S1),
conp( SO, Mor e/ Mor e2)
conp( S1, Mor e2/ End) .

conp(sh(ld, Atom SO, S1), More/ End) : -
gen_code_atonic(ld, Atom][], SO, S1),
conp( SO, Mor e/ Mor e2)
conp( S1, Mor e2/ End) .

2. Sh ist ein y-Untergraph, der in einem vorangegangenen Durchlauf aufgesammelt
wurde, d.h. ein Term der Form sub_gr aph( Gid,GaSh,Vars). Die Kodegenerie-
rung unterscheidet sich in einem kleinen, aber wichtigen Detail von den obigen
Fallen: Im Programmkode fur den Wurzel-Knoten von GaSh mussen die in diesem
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y-Untergraphen Y-quantifizierten Variablen als neue freie Variablen ausgezeich-
net werden. Dies geschieht durch Ubergabe der Liste Vars an die entsprechenden
Pradikate gen_code_ganma/ 4, gen_code_cut/ 4 und gen_code_at om c/ 5 des
Moduls Gen_Code (siehe dazu Abschnitt 4.2.6). In den obigen Fallen wurde anstelle
von Vars dagegen die leere Liste [ ] ubergeben, da an einem Nicht-Wurzel-Knoten
keine neuen Variablen erzeugt werden durfen. Die Zuordnung zwischen dem
~-Untergraphen Gid und dessen Wurzel-Knoten Nodeld wird durch Aufruf von
gen_code _ganma_ent ry( G d, Nodel d) im generierten Programm festgehalten.

conp(sub_graph(G d, sh(ga(SubG d, SubVar s), Gash, SO, S1), Vars),
[ sub_graph(SubG d, GasSh, SubVar s) | More] / End) : -
gen_code_gama( SubG d, Vars, S0, S1),
gen_code_gama_entry(d d, ga(SubG d)),
conp( SO, Mor e/ Mor e2)
conp( S1, Mor e2/ End) .

conp(sub_graph(G d, sh(ld,!, S0, S1), Vars), More/ End) : -
gen_code_cut (1d, vars, SO, S1),
gen_code_gama_entry(Gd, 1 d),
conp( SO, Mor e/ Mor e2) ,
conp( S1, Mor e2/ End) .

conp(sub_graph(G d, sh(ld, At om SO, S1), Vars), More/ End) : -
gen_code_at onmi c(1d, Atom Vars, S0, S1),
gen_code_gama_entry(Gd, 1 d),
conp( SO, Mor e/ Mor e2) ,
conp( S1, Mor e2/ End) .

426 Gen_Code

Dieses Modul wird von Compile aufgerufen und muf fur die folgenden Typen von Knoten
Prolog-Kode erzeugen konnen:

e Literal-Knoten sh( A, B,C)
e Cut-Knoten sh(!,5,C)

¢ ~v-Knoten sh(VzG(z),B,C)
Zu diesem Zweck werden die Pradikate

e gen_code atomic/5
e gen_code cut/ 4
e gen_code _game/ 4

e gen_code _gama._entry/ 2



4.2. BESCHREIBUNG DER WICHTIGSTEN MODULE 75

e gen_code_ top._clause/1

exportiert.

Fur jeden Nichtterminal-Knoten des zu ubersetzenden Shannon-Graphen wird genau
eine Prolog-Klausel mit dem Kopf

node(/d, Path,VarBinding, GaCount)

erzeugt. Idistdie Kennzeichnungdes Knotens, Path die Teilmenge der Literale des aktu-
ellen Pfads. Variablenbindungen sind durch den Variablen-Vektor V ar Binding reprasen-
tiert. Die Haufigkeit der Anwendung von y-Extensionen ist im v-Vektor GaCount fest-
gehalten.

node(/d, Path,VarBinding, GaCount) hat Erfolg gdw. der Untergraph mit Wurzel Id,
zusammen mit den Einschrankungen, die durch den Pfad Path, die Variablenbindungen
VarBinding und den v-Vektor GaCount gegeben sind, geschlossen werden kann. An-
hang B.2 enthalt ein Beispiel fur den Prolog-Kode, der von den nachfolgend erlauterten
Pradikaten generiert wird.

e gen_code_atomic( + Id,+Atom,+NewVars,+So, +851)

erzeugt Prolog-Kode fur einen Literal-Knoten mit dem Bezeichner Id, der ato-
maren Formel Atom und den Nachfolger-Knoten Sy, S1. NewVars ist die Liste
der Variablen, die als neue freie Variablen zu behandeln sind. Ist der vorliegende
Literal-Knoten Wurzel eines y-Untergraphen, so besteht NewV ars gerade aus den
in diesem Untergraphen gebundenen Variablen (siehe Abschnitt 4.2.5), anderfalls
ist NewVars die leere Liste [ ] .

Wir nehmen an, dal dem Pradikatensymbol der atomaren Formel Atom die Stelle
im Pfad zugeordnet ist,? die Anzahl der V-quantifizierten Variablen des betrachteten
Shannon-Graphen sei m. Weiterhin seien I'dy und 7d; die Knoten-Bezeichner der
Nachfolger-Knoten Sp und 1. Dann sieht die von gen_code_at oni ¢ /5 generierte
Prolog-Klausel wie folgt aus:

node(Id,path( Py,...,L;7 /LY, ..., P),vars(Vi,...,V,), Ga) :-
(cl ose(- Id: Atom, L})
; add_to_path(-Id: Atom,L;, L"),
node( Ido,pat h( Pr,..., LI JLT,.... Py),vars(Vi,...,V,), Ga)
)
(close(+Id: Atom,L;)
; add_to_path(+Id: Atom, L}, L7*"),
node( Idy,pat h( Py,..., L7 /Lt .. P, vars(Vi,...,V,), Ga)
).

Zur Laufzeit enthalt der Variablen-Vektor var s(Vi,...,V,,) die aktuellen Vari-
ablenbindungen. Mit jeder Position ¢ im Variablen-Vektor ist eine bestimmte Va-
riable eines v-Untergraphen assoziiert. V; reprasentiert die Bindung der aktuellen
(“neuesten”) Instanz dieser Variable.

°Siehe Abschnitt 4.1.2
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Ist der vorliegende Literal-Knoten Wurzel eines y-Untergraphen VzG(z), so ent-
spricht der Aufruf von node( Id,...) einer y-Extension mit G(X), bei dem die
neuen freien Variablen X erzeugt werden miissen. NewVars ist dann die Liste die-
ser Variablen. Fur jede der Variablenin N ewV arswird an der entsprechenden Stelle
im Variablen-Vektor var s(V1,...,V,,) eine neue und damit ungebundene Prolog-
Variable eingesetzt. Die “alte Bindung” bleibt in Form der Literale in pat h(...)
erhalten.

Beispiel 4.1
Wir betrachten den v-Untergraphen G; in Abbildung B.1 auf Seite 96. Der generierte
Prolog-Kode fur die Wurzel sh( 1, s(A), ..., ...) dieses v-Untergraphen ist:

node( 1, path(Neg/ Pos, Pr2, Pr3,Pr4),vars(_,B, C D, &):-
(close(-1:s(A), Pos)
; add_to_path(-1:s(A), Neg, Negl),
ext end( pat h( Negl/ Pos, Pr2, Pr3,Pr4),vars(A B, C D), G)
),
(close(1:s(A), Neg)
; add_to_path(1l:s(A), Pos, Posl),
node( 2, pat h( Neg/ Pos1, Pr2, Pr3,Pr4),vars(A B, C D, &)

Die von diesem ~-Untergraphen gebundene Variable ist mit der ersten Stelle im
Variablen-Vektor assoziiert. Eine neue Instanz dieser Variablen wird in Form der
zunachst ungebundenen Prolog-Variablen A erzeugt. Die “alte Bindung” aus einer
fruheren y-Extension wird an dieser Stelle nicht mehr benotigt. Deshalb durfen wir
im Variablen-Vektor im Kopf der Klausel an der ersten Position einen Unterstrich
“_” einsetzen. Die alte Bindung geht jedoch nicht verloren, sondern bleibt innerhalb
der Literale der Datenstruktur pat h(...) vorhanden.

Zurlck zum allgemeinen Fall: Durch Aufruf von cl ose(- Id : Atom, L) wird
versucht, den aktuellen Pfad abzuschliel3en, indem das negierte Atom mit einem
der positiven Auftreten des gleichen Pradikats der Liste L unifiziert wird. Dabei
konnen Variablen aus Atom und aus L] instantiiert werden. Diese Bindungen
werden mit Hilfe des Variablen-Vektors an die Nachfolger-Knoten weitergegeben.
Das Pradikat cl ose mu3 vom Modul RunLib zur Verfugung gestellt werden.

Gelingt der AbschluB jedoch nicht, oder wird mittels Backtracking eine zuvor ge-
fundene AbschluBmoglichkeit verworfen, so wird der aktuelle Pfad durch Aufruf
des Pradikats add_t o_pat h( - Id : Atom, L;,L*“") (das vom Modul RunLib be-
reit gestellt wird) erweitert und der negative Nachfolger Sop mit dem neuen Pfad
aufgerufen. Man beachte, dal der neue Pfad sich vom ursprunglichen nur an
der Stelle 7 unterscheidet, alle anderen Literal-Listen werden unverandert weiter-
gereicht. Der Aufruf node( Idp,...) des Nachfolgers ist genau dann erfolgreich,
wenn S zusammen mit dem neuen Pfad geschlossen werden kann.

Wenn es so moglich war, den Untergraphen am negativen Ausgang zu schlie3en,
wird analog fur den positiven Nachfolger verfahren. Der y-Vektor Ga wird un-
verandert an die Nachfolger-Knoten weitergegeben.
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e gen code_cut( + Id,+NewVars,+So, +851)

erzeugt Prolog-Kode fur den CuT-Knoten mit dem Bezeichner 7d und den Nachfol-
ger-Knoten Sy, S1. Bei Cut-Knoten wird weder der Pfad verandert, weshalb auch
keine neuen Abschlumoglichkeiten mit cl ose betrachtet werden mussen, noch
wird der y-Vektor verandert. Die generierte Klausel ist daher sehr einfach:

node( Id, Path,V',Ga) : -
node( Idy, Path,V,Ga) ,
node( Idy, Path,V,Ga) .

Die Klausel hat Erfolg genau dann, wenn beide Nachfolger Sp und §;1 geschlossen
werden konnen. Die Variablen-Vektoren V' und V sind verschieden, wenn die
Liste der freien Variablen NewV ars nicht leer ist, das heif3t, wenn der vorliegende
CuTt-Knoten Wurzel eines y-Untergraphen ist.

e gen_code_gamma( + /d,+NewVars,+So,+51)

erzeugt Prolog-Kode fur den y-Knoten mit dem Bezeichner Id und den Nachfolger-
Knoten Sg und S1. Auch hier unterscheiden sich die Variablen-Vektoren V/ und V
nur, wenn der vorliegende Knoten die Wurzel eines y-Untergraphen ist. Die Auf-
gabe dieses Knotens ist, im v-Vektor des positiven Nachfolgers &; den v-Zahler Gayy
um Eins hochzuzahlen, um so nachfolgende v-Extension mit dem entsprechenden
v-Untergraphen zu ermoglichen.

node(gald, Path,V'ga( Gas,...,Garg,...,Ga,) -
Ga?j“ is Gapg+l,
node( Idy, Path,V.ga( Gas,...,Gagq,...,Gay),
node( Idy, Path,V,ga( Gay,...,Ga}", ..., Gay) .

o gen_code_gamma_entry( + Gald, +Nodeld)

Hat man bei einem Extensionschritt einen v-Untergraphen mit dem Bezeichner
Gald selektiert, so mu die Klausel des zugehorigen Wurzel-Knotens mit dem
Bezeichner Nodeld aufgerufen werden. Bei der Kompilierung des Wurzel-Knotens
speichern wir diese Zuordnung zwischen dem Bezeichner eines v-Untergraphen
und seiner Wurzel in einer globalen Datenstruktur.!® Zu diesem Zweck erzeugt
gen_code_gamma_entry(+Gald, + Nodeld)Fakten gamma_entry(Gald, Nodeld), die
dem generierten Programm hinzugefugt werden.

e gen_code_top_clause( + /d)

erzeugt eine Klausel, die zur Ausfuhrungszeit zunachst einige Initialisierungen
vornimmt, um dann die Wurzel Id des initialen Shannon-Graphen mit leerem
Pfad path([]/[],-..,[]/[]), ungebundenen Variablen und auf 0 gesetzten y-Zahlern
aufzurufen:

0 Alternativ kann man diese Information auch in Form von weiteren Parametern den Klauseln node( ... . )
hinzufugen.
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cl osed_graph : -
Initialisierungen,
node(/d,path([|/[],...,[]/[]),vars(,...,-),ga(0,...,0)).

Bisher sind wir implizit davon ausgegangen, dafl} alle Nachfolger-Knoten & und §;
des zu ubersetzenden Knotens Nichtterminal-Knoten sind. Ist einer der Nachfolger
ein 0-Knoten, die per Definition bereits geschlossen sind, so entfallt der Aufruf mit
node(...). Der Kode fur die generierte Prolog-Klausel vereinfacht sich entsprechend.
Liegt jedoch ein 1-Knoten vor, so wird der Aufruf node(...) ersetzt durch den Aufruf
des Pradikats ext end( Path,V,Ga) aus dem Modul RunLib, wobei der aktuelle Pfad
Path, der Variablen-Vektor V' und der ~-Vektor (Ga Ubergeben werden.

4.2.7 RunLib

Dieses Modul enthalt die Pradikate, die das generierte Prolog-Programm zur Laufzeit
benotigt. Die wichtigsten sind ext end/ 3 zur selektiven Erweiterung eines Pfades an
einem 1-Knoten und cl ose/ 2 zum Abschluf3 von Pfaden:

e extend( + Path,+Bindings, +GaCount)

wird aufgerufen, wenn wir bei der Traversierung des Shannon-Graphen an ei-
nem 1-Knoten angekommen sind. Der vy-Vektor GaCount enthalt fur jeden
v-Untergraphen G; die um Eins erhohte Anzahl ¢; der Anwendungen der entspre-
chenden v-Extension. Erlaubt sind nur Extensionen fur solche G;, fur die G; > 1
gilt. &; = 0 bedeutet, dal? G; auf dem aktuellen Pfad nicht vorkommt. Um eine
faire Auswahl der v-Untergraphen sicherzustellen, wird der Untergraph mit dem
kleinsten y-Zahler selektiert und der zugehorige Wurzel-Knoten aufgerufen.

e close( + Id: Atom, AtomList)

hat Erfolg, wenn Atom mit einem der Atome aus Atom List unifiziert werden kann.
Die Auswahl des “Abschlu3partners” von Atom mufd entweder fair sein, so dali eine
einmal getroffene Entscheidung nicht mehr zuruckgenommen werden muf3, oder
cl ose muf via Backtracking alle moglichen Losungen aufzahlen konnen. Die ak-
tuelle Version des Moduls RunLib verwendet Backtracking, um die Vollstindigkeit
des Verfahrens zu gewabhrleisten.

Die Reihenfolge, in der man die moglichen Losungen von cl ose aufzahlt, hateinen
erheblichen EinfluB auf die Beweislange. Id ist der Bezeichner des Knotens, aus
dem die atomare Formel Atom stammt. Die Atome in Atom List sind ebenfalls mit
entsprechenden Knoten-Bezeichnern versehen. Diese Information kann von ver-
schiedenen Auswahlstrategien verwendet werden, um die Haufigkeit bestimmter
AbschluBpaare zu zahlen. Man kann dann diejenigen AbschluBpaare vorziehen,
die am seltensten verwendet wurden. Diese Information alleine ist allerdings noch
nicht ausreichend, um eine faire Auswahl zu garantieren, bei der auf Backtracking
verzichtet werden kann.
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4.3 Testergebnisse des pradikatenlogischen Beweisers SHARE

In den Tabellen 4.1 und 4.2 sind Statistiken fur die mit SHARE bewiesenen pradikatenlo-
gischen Probleme pel18-pel46 aus [Pelletier, 1986] angegeben. Eine auf dem Verfahren der
maximalen Erweiterungen basierende fruhe Version von SHARE konnte einige dieser
Probleme noch nicht beweisen.

Tabelle 4.1 zeigt die Ergebnisse fur die Konstruktionsvariante “consShEq”.1! Beim Aufbau
des initialen Graphen wird in dieser Variante die Aquivalenz durch Einfuhrung eines
CuT-Knotens aufgelost:

convy(A — B) = sh(!, conv,(ANB), conv, (= AN-B))

Dadurch werden die sich gegenseitig ausschlieBenden Modelle von AAB und —AA-B
getrennt betrachtet. In der alteren Version “consSh” wird die Aquivalenz gemaR

convy(A < B) = conv,((A—B)AN(B—A))

aufgelost. In den so konstruierten Shannon-Graphen treten redundante Pfade auf, die
der Suche nach Modellen von AABA-B bzw. = AA BA A entsprechen. Daher benotigt die
Version mit “consSh” fur Formeln, in denen eine Aquivalenz auftritt, mehr Abschlusse
als die abgebildete Version “consShEq”.

In Tabelle 4.2 sind fur dieselben Testbeispiele die Ergebnisse unter Verwendung der Kon-
struktionsvariante “consTab” aufgefuhrt. Die mit dieser Variante konstruierten Shannon-
Graphen konnen als Tableaux aufgefalt werden (siehe Abschnitt 2.4.1).

Die Zeit fur die Vorverarbeitung eines Problems ist im wesentlichen unabhangig von
der gewahlten Variante!? und verteilt sich im Durchschnitt wie folgt auf die einzelnen
Schritte:

convert benotigt nur 1-2% der Vorverarbeitungszeit, auf die Kodegenerierung entfallen
knapp 19%, wahrend der Hauptanteil von etwa 80% von Quintus-Prolog fur die Kompi-
lierung des generierten Prolog-Programmes benotigt wird. Auch hier gilt wie schon im
Falle der Aussagenlogik, daR dieser vergleichsweise hohe Aufwand durch Verwendung
einer spezialisierten Zielsprache verringert werden konnte. Allerdings fallt bei Proble-
men, die schwieriger als die hier vorgestellten sind, die Vorverarbeitungszeit gegeniber
der Laufzeit fur die eigentliche Beweissuche weniger ins Gewicht.

Durch die verwendete Ubersetzungstechnik sind die Laufzeiten fur die Beweissuche bei
beiden Varianten sehr gering; in den meisten Fallen lagen sie unterhalb der Mef3genauig-
keit von Quintus-Prolog. Alle Testbeispiele, mit Ausnahme von pel38 und pel43, wurden
mit einem ~-Limit von 2 durchgefuhrt, d.h. mit jedem ~-Untergraphen konnte auf einem
Pfad hochstens zweimal erweitert werden. Bei pel38 und pel43 wurde das y-Limit auf
1 gesetzt. Gerade fur diese beiden Probleme verhalten sich die beiden Varianten sehr
unterschiedlich:

Fur die 1. Variante tritt beim Beweis von pel38 wesentlich haufiger Backtracking auf bis
die “richtige” Substitution gefunden ist als fur die 2. Variante. Dies wirkt sich entspre-
chend auf die Anzahl der geschlossenen Pfade G P und somit schlieRlich auch auf die

ISiehe auch Abschnitt 4.2.4.
2Die mit consTab gebildeten initialen Graphen sind im allgemeinen geringf ligig groRer als die mit consShEq
konstruierten, da sie zusatzliche CuT-Knoten enthalten.
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Beweiszeit aus: Bedingt durch den unterschiedlichen Aufbau der initialen Graphen wer-
den von der verwendeten AbschluBstrategie die moglichen schlieBenden Substitutionen
in unterschiedlicher Reihenfolge aufgezahlt, womit sich das stark differierende Verhal-
ten erklaren latt. Hier besteht demnach noch viel Spielraum fur Verbesserungen der
Strategie.

In G P sind auch diejenigen Pfadabschlusse mitgezahlt, die durch Backtracking wieder
aufgehoben werden. Wurde immer gleich die “richtige” schlieRende Substitution an-
gewendet, muRten demnach lediglich (G P — BT') Pfade geschlossen werden, um einen
Beweis zu finden, d.h. 52 fur “consShEq” und 46 fur “consTab”. Beim Problem pel43
schneidet dagegen die Variante “consShEq” wesentlich besser ab, da ein Beweis direkt,
also ohne Backtracking, gefunden wird.



4.3. TESTERGEBNISSE DES PRADIKATENLOGISCHEN BEWEISERS SHARE

81

| Problem || [So| | 7 || GP |

BK | BT || Conv | Gen | Comp | BS |

pel18 2] 1] 1 3] o fo| 67] 283] o
pel19 40 1| 7| 25| 3 16| 84| 433| 0
pel20 71 3| 3| 6| o0 17| 150 | 700 | 0
pel21 ol 1| 7| 15| o 0| 150| 67| o©
pel22 || 10| 2| 4| 10| o 0| 150| 67| o©
pel23 o 2| 4| 8| o 0| 133| 83| o0
pel24 || 12| 4| 14| 20| o 0| 267| 1066| O
pel2s || 13| 4| 7| 14| o 17| 283 | 1083 | 0
pel26 || 21| 5| 23| 44| o0 17 | 400 | 1367 | 0
pel27 || 13| 4| 36| 59| 19 17 | 283 | 1084 | 17
pel28 || 12| 4| 10| 35| o0 33| 267 | 1000 | 17
pel20 | 19| 3| 32| 69| 8 16 | 333 | 1267 | 17
pel30 8| 2| 5] 11| o0 17| 167 | 700| O
pel31 o 3| 4| 9| o 16 | 200 | 767 | 17
pel32 || 12| 3| 7| 13| o 16 | 300 | 1000 | 0O
pel33 || 21| 2| 27| 42| 3 16| 283 | 1217| ©
pel34 || 85|24 77| 259| 0 50 | 1416 | 7284 | 150
pel35 21 1| 1| 2| o 17| 83| 283| 0
pel36 8| 5| 7| 14| o 17| 200| 883| 0
pel37 | 10| 5| 5| 13| 0 50 | 233 | 1034 | 16
pel3s || 37| 7| 4741115 | 422 83| 617 | 2933|500
pel39 50 1) 2| 4| o 17| 100| 350 | 0
pela0 || 10| 2| 4| 10| o 0| 150| 633| o0
pel4l 8| 2| 3| 7] o 0| 133| 83| o0
pel42 71 2| s| 10| o 17| 133 | 517| 0
peld3 | 14| 3| 25| 36| O 33| 283| 1200| O
pelas || 10| 3|| 7| 16| O 17| 200| 833| 0
pelds | 18| 6| 13| 27| o0 50| 433 | 1717| 0
pela6 || 18| 4| 17| 26| 0 17 | 400 | 1500 | 17

|So| =

GP =
BK =
BT =
Conv =
Gen =
Comp =
BS =

Anzahl der Nichtterminal-Knoten des initialen Graphen Sy
v = Anzahl der y-Untergraphen von Sy

Anzahl der geschlossenen Pfade
Anzahl der besuchten Knoten
Haufigkeit des Auftretens von Backtracking
Laufzeit in ms fur convert
Laufzeit in ms fur die Kodegenerierung

Laufzeit in ms fur die Kompilierung des generierten Programms
Laufzeit in ms fur die Beweissuche

i Zeit lag unterhalb der MeRgenauigkeit von Quintus-Prolog (17 ms)

Tabelle 4.1: Testergebnisse der Konstruktionsvariante consShEq
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| Problem || [So| | 7 || GP | BK | BT || Conv | Gen | Comp | BS |

pel18 2 1] 1] 3] o fo| 67] 283] o0
pel19 5| 1 6| 22 2 0 83 383 0
pel20 9| 3 3 6 0 16 | 150 700 0
pel21 11| 1 8| 19 0 17 | 134 533 0
pel22 10| 2 4| 10 0 0| 134 583 0
pel23 11| 2 4 8 0 17 | 150 567 0
pel24 18| 4| 21| 37 0 16 | 250 | 1050 0
pel25 18 | 4 7| 14 0 17 | 300 | 1033 0
pel26 25| 5| 26| 58 0 17 | 350 | 1366 0
pel27 19| 41 36| 59| 19 33| 300 | 1050 | 17
pel28 16 | 4 7| 24 0 16 | 250 967 0
pel29 25| 3| 26| 55 7 16 | 300 | 1184 | 16
pel30 10| 2 3 7 0 0| 133 600 0
pel31 12| 3 4 9 0 0| 200 700 0
pel32 17| 3 6| 12 0 17 | 267 983 0
pel33 29| 2| 12| 23 0 0| 283 | 1084 | 16
pel34 85 |24 || 77| 259 0 50 | 1383 | 7300 | 150
pel35 2| 1 1 2 0 17 67 300 0
pel36 10| 5 3 8 0 17 | 200 800 | 17
pel37 141 5 7] 18 0 50 | 250 | 1034 | 16
pel38 53| 7| 138|225 | 92 84 | 616 | 2817 | 100
pel39 511 2 4 0 17 | 100 367 0
pel40 10| 2 4| 10 0 17 | 133 634 0
pel4l 9| 2 3 7 0 33| 134 583 0
pel42 8| 2 5| 10 0 17 | 100 517 0
pel43 20 | 3| 118 | 222 | 100 50 | 233 | 1050 | 117
pel44 13| 3 7| 16 0 17| 200 784 0
pel45 25| 6 11| 24 0 33| 417 | 1583 0
pel46 27| 4 16| 26 0 17 | 383 | 1400 0
|So| = Anzahl der Nichtterminal-Knoten des initialen Graphen Sy

v = Anzahl der y-Untergraphen von Sy
GP = Anzahl der geschlossenen Pfade
BK = Anzahl der besuchten Knoten
BT = Haufigkeit des Auftretens von Backtracking
Conv = Laufzeit in ms fur convert
Gen = Laufzeit in ms fur die Kodegenerierung
Comp = Laufzeit in ms fur die Kompilierung des generierten Programms
BS = Laufzeit in ms fur die Beweissuche

i Zeit lag unterhalb der MeRgenauigkeit von Quintus-Prolog (17 ms)

Tabelle 4.2: Testergebnisse der Konstruktionsvariante consTab



Kapitel 5

Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde die Theorie und Implementierung von einem auf Shannon-
Graphen basierenden Beweisverfahren fur die Aussagenlogik und die Pradikatenlogik
erster Stufe behandelt.

Die Darstellung von logischen Formeln in Form von Shannon-Graphen hat sich da-
bei als besonders geeignet fur das automatische Beweisen erwiesen: Aussagenlogische
Shannon-Graphen reprasentieren Modelle und Gegenmodelle! einer Formel in kompak-
ter Form. Es konnte ein enger Zusammenhang zwischen aussagenlogischen Shannon-
Graphen und Tableaux mit Lemmata aufgezeigt werden. In diesem Sinne ist eine Art
Lemma-Generierung, die haufig die Beweisfindung erleichtert, in Shannon-Graphen auf
naturliche Weise “automatisch eingebaut”. Durch die Einfuhrung von sogenannten CuT-
Knoten kann, falls dies erwunscht ist, diese automatische Lemma-Generierung teilweise
oder ganz aufgehoben werden.

Das aussagenlogische Beweisverfahren wurde zunachst in Form des Verfahrens der ma-
ximalen Erweiterungen auf die Pradikatenlogik erster Stufe erweitert. Schwachen dieses
Ansatzes konnten durch das verbesserte Verfahren der selektiven Erweiterungen behoben
werden. Die Korrektheit und Vollstandigkeit dieser Verfahren wurde bewiesen.

Ein besonderer Vorteil, der fur die Verwendung von Shannon-Graphenim automatischen
Beweisen spricht, liegt darin, daR sich die darauf basierenden Verfahren effizient imple-
mentieren lassen: Shannon-Graphen konnen in eine Programmiersprache “kompiliert”
werden, d.h. anstatt die Beweissuche auf einer expliziten Datenstruktur eines Shannon-
Graphen S vorzunehmen, kann man ein Programm Pg generieren, das die Beweissuche
speziell fiir S vornimmt. Die Verwendung dieser Ubersetzungstechnik resultiert in einer
betrachtlichen Beschleunigung der Beweissuche.

Im Rahmen dieser Arbeit entstand das auf der beschriebenen Ubersetzungstechnik basie-
rende, in Quintus-Prolog implementierte Beweissystem SHARE. Durch dessen modula-
ren Aufbau kann SHARE leicht an verschiedene Modifikationen des Beweisverfahrens
angepalit werden. Hier sind unter anderem die Verwendung von verschiedenen Stra-
tegien zum Abschlu von Pfaden und die Wahl von anderen Zielsprachen zu nennen.
Insbesondere durch Verwendung von verbesserten Strategien zum Abschluf} von Pfa-
den kann die Leistungsfahigkeit des bestehenden Systems weiter erhoht werden. Die

!D.h. Modelle der negierten Formel.
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Bestrebungen sollten dabei in Richtung einer fairen Strategie gehen, die moglichst ohne
Backtracking auskommt.

Ein weiterer erfolgversprechender Ansatz, die bestehende Implementierung zu verbes-
sern, liegt in der Verwendung sogenannter universeller Formeln, die aus dem Tableau-
kalkul mit freien Variablen bekannt sind [Beckert & Hahnle, 1992]. Anhand eines einfa-
chen Beispiels kann man bereits erkennen, welche Verbesserungen damit moglich sind:
Derzeit werden zum Beweis des Problems pel19 (Abschnitt 4.3) 7 Abschlusse von Pfaden,
von denen durch Backtracking 3 wieder verworfen werden, benotigt. Nutzt man in die-
sem Beispiel dagegen das Vorhandensein von universellen Formeln und der zugehorigen
universellen Variablen aus, so tritt zum einen kein Backtracking mehr auf, und es genugt
zum anderen weniger, namlich 2 statt 4 Pfade abzuschliefRen.

Schlie3lich erscheint es fur die Zukunft vielversprechend, die pradikatenlogische Deduk-
tion mit Shannon-Graphen noch naher in Richtung der bei BDDs verwendeten Techni-
ken weiterzuentwickeln. Bei BDDs wird durch Vorgabe einer Ordnungsrelation auf den
Atomen eine weitgehend redundanzfreie Darstellung von logischen Funktionen erreicht.
Zwar ist der Aufwand fur das Erstellen einer solchen reduzierten Form wesentlich groRer
als der Aufwand zur Konstruktion eines Shannon-Graphen, dafur ist das aussagenlogi-
sche Beweisverfahren mit der Erstellung dieser Normalform aber bereits beendet: Eine
unerfullbare aussagenlogische Formel wird in reduzierter Form immer als 0 dargestellt.
Wie dieses Prinzip im Rahmen eines pradikatenlogischen Beweisverfahrens eingesetzt
werden kann, mussen weitere Untersuchungen zeigen.



Anhang A

Alternative Zielsprachen fur die
Aussagenlogik

A.l C-Kode

Abbildung A.1 zeigt den generierten C-Kode fur das Beispiel 2.15 aus Kapitel 2. Das
Prolog-Programm fur dieses Beispiel ist in Abbildung 2.4 dargestellt. Der Klausel
node(i,...) entspricht die C-Funktion £i. Die globalen Variablen a, b, ¢ reprasentieren
die jeweils aktuellen Wahrheitswerte der gleichnamigen aussagenlogischen Variablen,
wobei die Wahrheitswerte F und W als 0 bzw. 1 dargestellt werden. Ein Wert von 2
bedeutet, dal das zugehorige Atom nicht auf dem aktuellen Pfad auftritt.

Da die Funktionen £ weder lokale Variablen noch Parameter besitzen, muf: beim Funk-
tionsaufruf nur die Rucksprungadresse auf dem Laufzeitkeller abgelegt werden. Ein
“guter Compiler” sollte daher in der Lage sein, effizienten Kode fur die Funktionsauf-
rufe zu erzeugen. Die Ergebnisse aus Abschnitt 2.6.3 zeigen, dal der vom getesteten
C-Compiler generierte Kode kaum besser ist als der kompilierte Prolog-Kode?

A.2 Assembler-Kode

Ebenfalls fur das Beispiel 2.15 zeigt Abbildung A.2 den generierten Assembler-Kode. Die
mit dem Label £i beginnenden Unterprogramme haben dieselbe Funktionalitat und Ar-
beitsweise, wie die gleichnamigen C-Funktionen. Fir die Abarbeitung dieser Unterpro-
gramme, d.h. fur das “Besuchen” des zughorigen Nichtterminal-Knotens im Shannon-
Graphen werden nur noch wenige Maschinenzyklen benotigt. Auf einem Rechner mit
40 MHz i486-CPU lassen sich so ~ 3.000.000 Knoten pro Sekunde besuchen.

Hervorgehoben werden muR, daB es recht einfach ist, die “Ubersetzungsschablonen” des
Moduls Gen_Code fur andere (Assembler)-Sprachen anzupassen.

'Experimente mit einem anderen C-Compiler (Turbo-C 2.0 auf einem PC) lieferten bessere Resultate.
Insbesondere konnte der Compiler durch eine Option veranlafit werden, keine Standard-Prozedurschachteln
(standard stack frames) fur die Funktionsaufrufe zu verwenden; diese werden nur fur Funktionen mit lokalen
Variablen bzw. Parametern benatigt. Allein dadurch wurde die Laufzeit um 1/3 verkurzt.
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int a,b,c;
char i2c( i ) /* integer -> char */
int i;
{if (i ==2) return ’'*’;
else if (i == 0) return ’-’
el se return '+ ;
}
pr(){ [* *print_nodel* */
printf("%a ",i2c(a));
printf("%b ",i2c(b));
printf("%c ",i2c(c));
printf("\n");
}
f1(){
if (a==0) {f3(); return;} /* 1inker Nachfolger */
else if (a ==1) {f2(); return;} /* rechter Nachfol ger*/
el se{ a=0;f3(); /* beide Nachfol ger */
a=1;f2();
a=2;
}
}
f2() {
if (b ==0) {f3(); return;}
else if (b ==1) {pn); return;}
el se{ b=1; pn);
b=0; f 3();
b=2;
}
}
f3() {
if (c ==0) return;
else if (¢ == 1) {pm); return;}
el se{ c=1; pm);
c=2;
}
}
mai n() {
a=b=c=2
f1(); exit(0);
}

Abbildung A.1: Generierter C-Kode fur (aAb)Ve
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_a dw 2 ; 2 => Variable noch nicht bel egt
_b: dw 2 ; ...1 => Variable mt 'W bel egt
_C: dw 2 7 ...0 => Variable mt 'F Dbelegt
fl cnp a,l
jig bl ; _a > 1 7, dann beide Nachfol ger
je el ; _a =1 ?, dann rechter Nachfol ger
jmp f3 ; sonst |inker Nachfol ger
el: jmp f2
b1l: nmov ~a,0
cal | f3
nov a, 1
cal | f2
nov a, 2
ret
f2 cnp b, 1
il w2 7 _b <1 ?, dann linker Nachfol ger
je e2 ; b =172 dann *print_nodel*
nov b, 1 ; sonst b := TRUE. .
cal | pm ; *print_nodel *
nov b, 0 ; _b = FALSE
cal | f3 ; rechter Nachf ol ger
nmov b, 2 ; _b = UNDEF
ret
e2 jnp pm
w2 j mp f3
f3 cnp _c,1
jl e3 ; _c < 1 ?, dann Pfad geschl ossen
je w3 ; _¢c =1 ?, dann *print_nodel *
nmov _c,1 ; sonst _c := TRUE. .
cal | pm ;... *print_nodel *
nmov _C,2 ;7 ... _C = UNDEF
e3: ret
w3: jnp pm
_main call f1l
push 0
cal | _exit
i nc sp
i nc sp
ret

Abbildung A.2: Generierter 8086-Kode fur (anb)Ve



Anhang B

Die Benutzung von SHARE

B.1 Kurzbeschreibung der Kommandos

Der folgende Abschnitt enthalt eine knappe Anleitung zur Benutzung des automatischen
Beweisers SHARE. Die Implementierung von SHARE erfolgte unter Quintus-Prolog
3.0. Funktionen zur automatischen Darstellung des initialen Graphen und von Ergeb-
nistabellen werden angeboten, setzen aber zusatzlich die Benutzeroberflache X-Windows
und die entsprechenden Programme TreeTeX, IATeXund xdvi voraus.

Nach Starten von Quintus-Prolog wird das System durch die Anweisung
| ?- [share].

geladen. Ist der Ladevorgang abgeschlossen, so erscheinen einige Informationen uber
die aktuellen Einstellungen des Beweisers. Der Benutzer kann nun von einer erwei-
terten Prolog-Shell aus mit SHARE arbeiten. Es stehen die folgenden Kommandos zu
Verfugung (Abkurzungen fur die Kommandos sind in eckigen Klammern angegeben):

On-Line Hilfestellung

e hel pmre [ hni

Durch Aufruf dieses Kommandos wird eine kurze Hilfestellung zu den Komman-
dos und gegenbenenfalls Information zur aktuellen Version von SHARE gegeben.

Kommandos zum Starten von Beweisen

e prove(KB_File) [pr]
Ladt die Wissenbasis KB_File und versucht das darin beschriebene Problem zu
beweisen.

e provei nc(KB_File) [pi]

Dieses Pradikat mufl vom Modul runl i b exportiert werden und implementiert
die “iterierte, beschrankte Tiefensuche” (iterative deepening). Eine mogliche Reali-
sierung benutzt Backtracking uber das v-Limit:

Zunachst wird das ~-Limit auf 1 gesetzt und dann mit prove(KB_File) ein Beweis-
versuch unternommen. Nach jedem gescheiterten Versuch wird das ~-Limit um 1
erhoht und anschlieBend der Beweis erneut versucht.
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e provefil e( KB_Collection_File)
Die Datei KB_Collection_File kann Anweisungen der Form

prove( KB_Filey) .

prove( KB_File,) .

enthalten, die durch das Kommando pr ovef i | e nacheinander abgearbeitet wer-
den. Wenn der entsprechende Schalter gesetzt ist (t ext ab( on) ), wird automatisch
eine Tabelle mit statistischen Informationen uber die einzelnen Beweislaufe in Form
eines IATEX-Dokumentes erstellt und mit Hilfe des Programms xdvi auf dem Bild-
schirm angezeigt.

e redo [rd]
Wiederholt das letzte Kommando der Form pr ove( KB_File) .

Kommandos zum Abfragen/Setzen von Schaltern

e swWitches [sw

Durch Aufruf dieses Kommandos werden alle aktuellen Schalterstellungen ange-
zeigt.

Werden die nachfolgenden Kommandos mit einer Prolog-Variablen als Argument aufge-
rufen, so wird die entsprechende Schalterstellung zuruckgeliefert. Andernfalls wird der
Schalter gemall dem ubergebenen Argument gesetzt.

e convert (Cons_Variant) [cv]
Mit diesem Kommando wird die Konstruktionsvariante zum Aufbau des initialen
Graphen festgelegt. Derzeit sind fur Cons_Variant folgende Werte moglich:

— conssSh
Es wird ein initialer y-Graph ohne Verwendung von CuT-Knoten konstruiert.
Die Aquivalenz wird gemaR

conv(A < B) = conv((A—B)A(B—A))

aufgelost.

— consShEq
Die Aquivalenz wird durch Einfuhrung eines CuT-Knotens aufgelost :

conv(A < B) := sh(l,conv(AAB),conv(~AA=B)).

Dies ist in der Regel gunstiger als die erste Variante und ist deshalb die Vor-
einstellung.
— consShQOpt

Wie consShEq, auller dal die Heuristik conv,,;n15: aus Abschnitt 2.5 zum
Einsatz kommt.
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— consTab

Erzeugt Cut-Shannon-Graphen, die als Tableaux aufgefal3t werden konnen
und entspricht convr,; aus Kapitel 2.

— consTabAl phaQOpt
Wie consTab, jedoch mit der conv, .., €ntsprechenden Heuristik.

runl i b(RunLib_File) [rl]

Legt fest welches Modul (mit dem Dateinamen RunLib_File) die Funktionen zur
Erweiterung und zum Abschlufl von Pfaden zur Verfugung stellt.

ganmal imt(N) [gl]

Setzt das v-Limit auf N, d.h. mit jedem y-Untergraphen kann auf einem Pfad hoch-
stens N-mal erweitert werden.!

i nf o( Switch) [in]

Ist Switch = on, so werden statistische Daten uber den Beweislauf angezeigt. Diese
umfassen u.a. die Anzahl der geschlossenen Pfade, die Haufigkeit des Auftretens
von Backtracking und die Dauer des Beweises.

pr ot ocol ( Switch) [ pc]
Wenn Switch = on ist, wird ein einfaches Protokoll des Beweislaufs ausgegeben.

tree(Switch) [tr]

Ist dieser Schalter auf on, so wird fur nachfolgende Beweislaufe jeweils ein Tree TEX-
Dokument erstellt, in dem der initiale Graph und dessen y-Untergraphen in Form
von Binarbaumen dargestellt sind. Die Darstellung auf dem Bildschirm erfolgt
automatisch mit Hilfe des Programms xdvi .

proof t ree( Switch) [ pt]
Wie t r ee nur daR der instantiierte Beweisbaum dargestellt wird.

treestyl e(Style) [ts]

Es gibt die folgenden Schalterstellungen fur Style, die festlegen, welche Form der
mit TreeTeX dargestellte Baum haben soll:

— treeTab
Erzeugt “Tableau-artige” Baume, d.h. es werden keine o-Blatter dargestellt
und Nichtterminal-Knoten, die einen 0-Nachfolger haben, als unare Knoten
behandelt. Der mit 7 bezeichnete Shannon-Graph auf Seite 25 wurde mit
dieser Option gezeichnet.

- tree0Ol
Erzeugt die bekannte Darstellung von Shannon-Graphen in Form von
Binarbaumen, d.h. alle Nichtterminal-Knoten haben zwei Ausgange und es
werden sowohl o0 als auch 1-Knoten dargestellt.

—treel
Wie t r ee01 nur daB o-Knoten nicht dargestellt werden.

1FUr weitere Schalter im Zusammenhang mit pr ovei nc siehe Modul runl i b bzw. hel pne.
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o textab(Switch) [tt]

Nur wenn Switch = on ist wird fur die mit pr ove_f i | e abgearbeiteten Beweislaufe
eine Tabelle erzeugt. Diese liegt dann in Form einer IATeX-Datei vor.

B.2 Ein Beispiellauf fur Pelletiers 24. Problem

Wir zeigen im folgenden am Beispiel des 24. Problems aus [Pelletier, 1986], wie ein
Beweislauf mit dem Beweiser SHARE aussehen kann?

Nach Eingabe von
| ?- [share].

innerhalb der Shell von Quintus-Prolog wird SHARE geladen und meldet sich an-
schlieBend, wie folgt:

*** SHARE | oaded.
*** Type 'helpnme.’ to get help on avail abl e conmands.
*** The current settings are:

convert ..... consShEq
runlib ...... gamarunl i b
ganmal imt... 2

info ........ on

protocol .... off

tree ........ on
tree_style .. treeTab
tex tab...... of f

Die Wissenbasis des zu beweisenden Problems steht in einer Datei, die folgendes Aussehen
hat:

axi om pel 24_1; -(exists [x]:top in (s(x) & qg(x))).
axi om pel 24_2; (forall [x]:top in (p(x) => (g(x) v r(x)))).
axi om pel 24_3; (-(exists [x]:top in (p(x))) =>
(exists [y]:top in (q(y)))).
axi om pel 24_4; (forall [x]:top in ((q(x) v r(x)) => s(x))).

t heorem pel 24; (exists [x]:top in (p(x) &r(x))).

Es ist nun zu zeigen, dal3 aus den Axiomen pel24,, ..., pel24, das Theorem pei24 folgt,
d.h., dal3
{pel24q, ..., pel24,} |= pel24

gilt. Wir nehmen an, dal3 die Wissenbasis in der Datei pel 24 abgespeichert ist. Dann
wird durch Aufruf von

Die Ausgaben stammen von der ersten Version von SHARE und konnen in nachfolgenden Versionen
davon abweichen.
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| ?- prove(’ pel24’)

der Beweislauf gestartet. Intern wird dabei zunachst eine Formel konstruiert, die aus
einer Konjunktion der Axiome und des negierten Theorems besteht:

=(3[z](s(2) A g(z))) Axiom Pel24
A (Yz](p(z) — (q(z) vV r(x)))) Axiom Pel24,
A (=@fe]p(2))) — Flyla(y))) Axiom Pel24;
A (Vz]((g(z) vV r(z)) — s(z))) Axiom Pel24,4
A =(3[z)(p(z) Ar(z))) Theorem Pel24 (negiert)

Durch Bilden der Negations-Normalform und Skolemisierung entsteht die folgende For-
mel:

(ms(A) V ag(A)) Untergraph G1(A)
A (=p(B)V¢(B)Vr(B)) Untergraph G2(B)
A (p(sk0) V q(skl)) Knoten 6 und 7 in Sy
A ((=g(CYN =1 (C)) Vv s(C)) Untergraph G3(C)
A (=p(D)V =r(D)) Untergraph G4(D)
Diese wird intern in Form des initialen y-Graphen Sy mit den y-Untergraphen Gy, ..., Ga

reprasentiert. Da der Schalter t r ee( on) gesetzt ist, erscheinen diese Graphen wie in
Abbildung B.1 dargestellt auf dem Bildschirm.

Nach kurzer Zeit wird das Ergebnis des Beweislaufs angezeigt:

Loading File pel 24

conv 16 ns
G aph-Si ze :
total nodes 12
literal nodes 12
<=> | nodes 0

! nodes 0
free vari abl es 4
ganma subgr aphs 4
Tree-Si ze :
Leaves 0/1 69/ 72

% conpiling file /honme/emy/ | udaesch/dipl/shtnp.501. pl

% sht np. 501. pl conpiled in nodule run, 1.033 sec 6,116 bytes
visited Lit-nodes 20

visited Cut-nodes O

backt racki ng 0
cl osed paths 14
reopened paths 0

tried extensions 9
succ. extensions 9
proof search 0
pr oof yes
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Der instantiierte Beweisbaum in Abbildung B.2 zeigt die vorgenommenen ~-Extensionen.

Abschliel3end stellen wir noch das im Laufe des Beweises generierte Prolog-Programm
dar. Die Arbeitsweise der erzeugten Klauseln ist in Abschnitt 4.2.6 beschrieben.
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:-modul e(run, [ cl osed_graph/0]).

:-use_nodul e(library(ctr),[ctr_set/2,ctr_inc/1]).

:-use_nodul e(sh_hone(output),[prot_format/2]).

. -use_nodul e(sh_honme(gamarunli b), [ add2pat h/ 3, cl ose/ 2, ext end/ 3]).

cl osed_graph : -
node(gal, path([]/[].,[1/[1.[1/0[1.11/[1),_, 9a(0,0,0,0)).

node(gal, Pa, V, ga(Gal, Ga2, Ga3, Ga4d)): -
Gnl is Gal+l,
node(ga2, Pa, V, ga(Gnl, Ga2, Ga3, Ga4)).

node(ga2, Pa, V, ga( Gal, Ga2, Ga3, Gad)): -
Gn2 is Ga2+1,
node(6, Pa, V, ga(Gal, Gn2, Ga3, Gad)).

node( 6, pat h(Pr1, Pr2, Neg/ Pos, Prd4),V, &) : -
(cl ose(-6: pat h(sk0), Pos)
; add2pat h(-6: pat h(sk0), Neg, Negl),
node( 7, path(Pr1, Pr2, Negl/ Pos, Pr4),V, &x)),
(cl ose(6: pat h(sk0), Neg)
; add2pat h(6: pat h(sk0), Pos, Pos1),
node(ga3, path(Pr1, Pr2, Neg/ Posl, Prd4),V,&)).

node( 7, pat h(Pr1, Neg/ Pos, Pr3,Prd4),V, &) : -
(close(7:q9(skl), Neg)
; add2pat h(7: q(sk1), Pos, Pos1),
node(ga3, pat h(Pr1, Neg/ Pos1, Pr3,Prd),V,&)).

node(ga3, Pa, V, ga(&al, Ga2, Ga3, Ga4)) : -
Gh3 is G3+1,
node(ga4, Pa, V, ga( Gal, Ga2, Gn3, Ga4)) .

node( ga4, Pa, V, ga( Gal, Ga2, Ga3, Gad)): -
G4 is Gad+l,
ext end(Pa, V, ga(Gal, Ga2, Ga3, Gn4)).

node( 1, pat h( Neg/ Pos, Pr2, Pr3, Pr4),vars(_,B,C D), &): -
(close(-1:s(A), Pos)
; add2pat h(-1:s(A), Neg, Negl),
ext end( pat h( Negl/ Pos, Pr2, Pr3,Pr4),vars(A B, C D, &)),
(close(1:s(A), Neg)
; add2pat h( 1: s(A), Pos, Pos1),
node( 2, pat h( Neg/ Pos1, Pr2, Pr3,Pr4),vars(A B, C, D), &)).
gamma_entry(1,1).

node( 2, pat h(Pr 1, Neg/ Pos, Pr3, Pr4),vars(A B, C D), &) : -
(close(-2:q(A), Pos)
; add2pat h(-2: q(A), Neg, Negl),
ext end(pat h(Pr1, Negl/ Pos, Pr3,Pr4),vars(A B, C D ,&)).

node( 3, pat h(Pr1, Pr2, Neg/ Pos, Pr4),vars(A, _,CD,&):-
(cl ose(-3: pat h(B), Pos)
; add2pat h(- 3: pat h(B), Neg, Negl),
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extend(path(Pr1, Pr2, Negl/ Pos, Pr4),vars(A B, C D,&)),
(cl ose(3: pat h(B), Neg)
; add2pat h(3: pat h(B), Pos, Pos1),
node( 4, path(Pr1, Pr2, Neg/ Pos1, Pr4),vars(A B,C, D), &)).
ganma_entry(2, 3).

node( 4, pat h(Pr 1, Neg/ Pos, Pr3, Pr4),vars(A B, C D), &) : -
(cl ose(-4:q(B), Pos)
; add2pat h(-4: q(B), Neg, Negl),
node( 5, pat h(Pr1, Negl/ Pos, Pr3, Pr4),vars(A B,C D), GR)),
(close(4:q(B), Neg)
; add2pat h(4: q(B), Pos, Pos1),
ext end(pat h(Pr1, Neg/ Pos1, Pr3,Pr4),vars(A B, C D ,&)).

node(5, path(Pr1, Pr2, Pr3, Neg/ Pos), vars(A B, C, D), &): -
(cl ose(5:r(B), Neg)
; add2pat h(5:r(B), Pos, Pos1),
extend(path(Pri, Pr2, Pr3, Neg/ Posl),vars(A B, C D), &)).

node( 8, pat h(Pr 1, Neg/ Pos, Pr3, Pr4),vars(A B, ,D),&): -
(close(-8:q(C, Pos)
; add2pat h(-8:q(C), Neg, Negl),
node( 9, pat h(Pr1, Negl/ Pos, Pr3, Pr4),vars(A B,C D), G)),
(close(8:q(C), Neg)
; add2pat h(8: q(CQ, Pos, Pos1),
node( 10, pat h(Pr1, Neg/ Pos1, Pr3,Pr4),vars(A B, C D ,&)).
ganma_entry( 3, 8).

node( 9, pat h(Pr1, Pr2, Pr3, Neg/ Pos), vars(A B, C D), &): -
(close(-9:r(CQC), Pos)
; add2pat h(-9:r(C), Neg, Negl),
extend(path(Pr1, Pr2, Pr3, Negl/ Pos),vars(A B, C D,&)),
(close(9:r(C), Neg)
; add2pat h(9:r(CQ), Pos, Posl),
node( 10, pat h(Pr1, Pr2, Pr3, Neg/ Posl),vars(A B, C D ,&)).

node( 10, pat h( Neg/ Pos, Pr2, Pr3, Pr4),vars(A B, C, D), &): -
(cl ose(10:s(C), Neg)
; add2pat h(10: s(C), Pos, Posl),
ext end( pat h( Neg/ Pos1, Pr2, Pr3,Pr4),vars(A B, C D ,&)).

node( 11, pat h(Pr1, Pr2, Neg/ Pos, Pr4),vars(A B C ), &): -
(cl ose(-11: pat h(D), Pos)
; add2pat h(-11: pat h(D), Neg, Negl),
extend(pat h(Pr1, Pr2, Negl/ Pos, Pr4),vars(A B, C D,&)),
(cl ose(11: pat h(D), Neg)
; add2pat h(11: pat h(D), Pos, Posl),
node( 12, pat h(Pr1, Pr2, Neg/ Posl, Pr4),vars(A B, C D ,&)).
gama_entry(4, 11).

node( 12, pat h(Pr1, Pr2, Pr3, Neg/ Pos),vars(A B, C, D),&): -
(cl ose(-12:r (D), Pos)
; add2pat h(-12:r (D), Neg, Negl),
extend(path(Pr1, Pr2, Pr3, Negl/ Pos),vars(A B, C D), &)).
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6 |p(sk0)
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7|q(skl) @
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@] &

Abbildung B.1: Initialer Shannon-Graph Sy mit y-Untergraphen fur pel24
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Abbildung B.2: Instantiierter Beweisbaum fur pel24
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